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M^^ie tion ber ®d{(^en'{i^n ^lagdl^attbluttg in @ti^aart l^erouS« 
gegebenie Sarnmlung t)ott ^c^uIauiSgaben ouS bem ^eife fämtlic^er 
2tfyc^ää^, \)on miä^tt bis teftt 21 93ftnb(^en erfc^ienen finb, ^tc^itet 
\i6^ nic^t nur bnrc^ tl^re ftugere 9(u$ftattung, h^ad ^nid, $apter unb 
(Sinbanb betrifft, unb ben Derl^ftltnidmagig biQtgen $reid t)on 80 $f. 
ffir bad 93Snb(^en tiorteil^aft tN)r ö^nlit^en Sd^ulaudgaben oud, fonbem 
bftrfte fi^ oncb bei^^fb jur ^nfd^affung befonberd füt @c^ü(et empfei^len, 
fdfem t^ Sn^dt bte mepetition unb baiS eigene @tübtum berfeiben ^u 
förbcrri geeignet ift." Stuttgart, 26. 3uni 1890. ^orn. 

fie^rer^eitg. f. 2:^üringen u. 9JlitteIbeutf(]^tanb: 
,,^efe baneri^aft unb elegant gebunbenen Keinen ^üc^er mit bem 
fel^r ^anblid^en Sormat 16/11 cm. ftnb, toit an^ obiger ^uf^^dl^Iung 
^en^orgel^t, für ^^mnaften, dtealfd^ulen, Sel^rerfeminore, l^öl^ere SStäbc^en^ 
faulen unb oenoaubte ^nftatten beftimmt 3)ie t>on berufenftrr @eite 
gdf^riebenen Sinleitimgen unb 9[nmerfungen, bte im einzelnen (^anb 
7—10) getroffene ^n^toaffi, nid^t mtnber ber forgf&(tige, faubere ^ruit 
üerbtenen Hatte ^nerfennnng« d^ ift ein bonfendtnerted Untente^meu 
ber Serlag$^anb(ung, in biefer tnirflid^ fd|0nett Slud^attung gebtegeM 
^Ajübid^er aud^ für anbere Unterrid^tdgegenftftnbe .mit erfd^einen )u 
laffen, tuie bie befanute, burd^ ben 9^eubearbeiter nod^ anfc^aulic^er ge-^ 
tuprbenc ttftrauomie boit ä^i^bttt?* ^er $rei9 ift fei^r gering/ 



6übb. ^431. f. l^ö^. Untcrr.-«nft.: $«od)bcm bie jmei crftcn 
Kuflageu öou 9?r. 10 bcr (Söfc^cnWcn ©ammlung (9?ibelungcn unb 
Äubrun in ^^luStoa^t) Beifällige 3lufno^tnc unb fe^r rafc^cn STbfat gc- 
funben l^aben, finb ^crauSgebcr unb SSerleger übereingefommen, liicfe 
fftnmmtv in gioet S3ättbd|ett §tt $er(egen: a) ^cv 92tbeütnge 92dt ac* 
b) ^ttbrutt ttttb ^ietrtf^ei^ett/ ^aburd^ ift eS tnöglid^ gemorben, hm ,- 
Xejt 5u öermel^ren unb il^n, fowie ha^ ^Mtthud), mit grögeren Settern ' 
Vi bntdten .... fH&it jmeifeln nid^t, bag bie t)orgenontmene ^enberung, 
bie gettnft hm SBünjc^en öieler ©d^ulmanner entgegeiilommt, biefer (Ein- 
leitung in ba3 mittel^od^beutfd^e Schrifttum biete neue greunbe ju- 
füllten miib. 

5E)eutf(i^eSel^rer§eitg.^ IBerlin: gn !na|)|)fter, aber bod^aH« 
gemein berftönbtid^er Sorm bietet und Dr. %xaa9 bie ü^eoUgie* 93e' 
fonberd aber l^at und ba^ 14. ^dnbd^en, melc^ed bie ^f^ii^alogie unb 
Sagif entl^ält, ungemein angef);)rod^en. @lfeitl|and berftel^t ed, für biefen 
Sefrgegenftanb Qf^terelfe ju erregen. "ÄBer größere SBerle nid^t burti^- 
Mtne$men bermag, toer l^atb ^ergeffened oupifd^en miK, tott in ^r^e 
9ogiI unb $fQci^o(ogie in htn ^runbjügen in letc^t faglid^er SBeife fic^ 
tnemnen toiü, ber greife gu biefem ^üd^tein. @r föirb'd nic^t bereuen. 
Befftngd ^f^iiQta^, ber belanntlid^ in antifem (3ttoanh htn @(eift bed 
ftebeniä^rigen ^eged nvä> bor aEem hit ^enfart f^riebric^d bed trogen 
t^ilbert, unb bie $oefie bed fiebeniäl^rigen ^rieged finb e(^t patrtotifd^e 
vmb Ijerjcrfreulitä^e (Bahm. ttaö^ ben »ortiegenben SBanbdben ftel^en tt?ir 
niei^t a n. Die gan^e ©ammlung aufd angetegentlid^fte nigt aWn hvm 
@ebraud)^tn ftbl^eren ©deuten, fonbem aud^ ^nt ©elbftbelelftrttnfl a« 
empf etilen." 

©c^möbifci^er a^erfur: ^er befannte Jenaer $äbagog t^viif« '• 
Dr. SS* ditin gtebt in ber „^äbagogi! im ^^runbrig'' eine nii&t nnt lii^t- 
»ottCr fonbem gerabe^u f e|f eCnbe ^arfteKung ber praftifc^en unb ber t^eore« 
tifc^en ^äboaogü. gebermann, ber fid^ für (grjiel^ungdfragen intereffiert, 
barf man ba^ ^^üd^lein »arm empfehlen« 9hd^tminber trefflich ift bie 
^Bearbeitung, meiere ber WtatbnxQti (Sermanift ^auffmann ber ^eutf die« 
9)^))t^o(ogte gemibmet l^at. @ie berul^t burc^aud auf ben nettere« 

tarfd^ungcn^ roie firf) an nid^t wenigen ©teilen, 5. 93. in bem fd^öne« 
opitel über 93albr, crfennen (a|t. 

©taatdanaeiger: ®ad 20. SBänbc^en, hai einen TOrif bet 
beutff^en (^rammattf unb im 2(nl^ange eine fnriie ©efd^ic^te ber beut* 
fdjen ©prac^e enthalt, bietet auc^ eine gute Ueberfi^t ber beutfd^eti 
©prac^leljre unb beutfd)en ©prad^gefd^ic^te. S)ie flare unb fnappt ©ap- 
ftetlung giebt auf engem 9iaum einen übcrrafdjeub reid^en ©toff, fie 
ift mc$r ind einzelne eingel^enb, cid bad fleine S3änbd^en erwarten läßt. 

Sfäla. Jfurier: ?tud^ in ber griec^ifi^eti 9(Uertnmdfnnbe i^on 
♦ aiioifdj ift bie S)ar|tellung concid unb, ol^ne ben wiffenfd^aft- 
ticken ©fiarafter ju öericuguen, populär im beften ©ifine ht^ SBorted. 
®rud unb ^Jiapier finb, roie bei aflen $ö&x\bd)m ber „©ammlung 
IJöfd^en", öoraügtic^; ber ©inbanb ift gut unb gefc^macföoll. 5)abet 
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Arithmetik, Algebra und niedere Analysis. 

I. Abschnitt. 

Grandoperationen und Kombinatorik. 

§ 1. Benennnngen« 

Summe: a-f~b; a und b Summanden. 

Differenz: a — b; a Minuend; b Subtra- 
hend. 

Produkt: a . b; a und b Faktoren (a Mul- 
tiplikator, b Multiplikand). 

Quotient: a:b; a Dividend, b Divisor. 

§ 2. AdditioD« 

1. a + b = b + a. 

2. a + (b + c) = a + b + c 

= a-(- c + b = b + a + o = b + o + a 
=c+a+b=o+b+a 

2/ a4-(b + o + dH ■.) = a + b + o + d+ 

= b4"a + o + d-|-. ... = .... 

3. a + = 0; + a = a; + = 0. 

§ 3. Subtraktion. 

1. Erklärung: (a — b) + b = a. 

2. a + b — b = a. 

3. a — a = 0; a — = a; — = 0. 
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§ 4. Negatiye Zahlen. 



17 — 5 = 2 
5 — 5 = 
5—7=— 2 

r+a + (+b)=+a + b 
l ~a + (+b) = -a+b 
o /+a + (-b)= + a-b 
^- \-a + (-b) = -a-b 
A /+a-(+b)=+a~b 
^' l-a~(+b) = -a-b 

. r+a^(-b)=+a + b 
• \_a~(-.b) = -a + b 



- a = b 
a — a = 



(a + b) 
a 
a _ (a + b) = - b. 



ZusammeDstellung : 

r +(+b)=+b 
\ -(-b)=+b 

r+(-b)=-b 

\-(+b)=-b 



1. 



2. 



§ 5. Yerbindangr Ton Addition und Sabtraittion« 

Gesetze erster Stufe: 

a + (b + c) = a + b4-c. 
a + (b — c) = a + b — c 

a + (b — c — d) = a + b — c— -d 

a + (_b-t-c — d) = a — b + c — d. 

a — (b + c) = a — b — c 

a— (b — c) = a — b + c 

a-(-b + c — d) = a + b-c + d. 
3. a — b + c — d = a + c — b — <i = a+c — d — b 

= — b + a + c — d = 

K 1 a m m e r r e g e 1 n : 

1. Kegel: Eine Klammer^ vor der ein + Zeichen 
steht, kann ohne weiteres weggelassen werden ; jedes in 
der Klammer beündliche Glied behält sein Zeichen. 

2. Eegel: Eine Klammer^ vor der ein — Zeichen 
steht, kann weggelassen werden, wenn alle in der Klam- 
mer befindlichen freien + in — Zeichen und umge- 
kehrt verwandelt werden. 
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3. Regel: Kommen in einem Ausdruck nur + und 
— Zeichen vor, so kann eine einem + Zeichen folgende 
E.eihe von Gliedern ohne weiteres von einer Klammer 
umschlossen werden; die einem —Zeichen folgenden 
Glieder dürfen nur dann von einer Klammer umschlossen 
werden, wenn man die von der Klammer zu umschliessen- 
den freien + in — Zeichen und umgekehrt verwandelt. 



§ 6. Multiplikation. 

E kl'ru .f ^•* = * + * + * 
r arung.| ^ ^a=a + a + ....+a(m Summanden). 



1. 
2. 
3. 

4. 



l.a=a; 0.a = 0; 0.0 = 0. 
a . b = b . a. 

(a + b).c = ac + bc; (a — b).c = ac — 
(a + b)(c -H d) = ac + bc + ad + bd 
(a + b)(c — d) = ac + bc — ad — bd . 
(a — b)(cH-d) = ac — bc + ad— bd 
(a- b)(c — d) = ac — bc — ad + bd. 



bc. 



5. 



+ == + 

- = + 
b)(-c)(-d) 



Zusammenstellung. 

(+ b)(+ d) = + bd, kurz: + 
(+b)ed) = -bd, „ + 
(-b)(+d) = -bd, „ - 
(-b)(-d) = + bd, „ _ 

6. (~a)(-b)(-c) = -abc; (~a)(- 

= + a b c d. 

Bei ungerader Zahl der negativen Faktoren ist das 
Produkt negativ^ bei gerader Anzahl positiv. 

7. (a + b)^ = a' + 2ab + b^ 

8. (a + b + c+d)* = a« + 2ab + 2ac + 2ad+b'^ 

+ 2bc + 2bd+c^ + 2cd + dl 

9. (a + b)» = a« + 3a*b + 3ab« + b«. 

10. (a + b)* = a* + 4 a»b + 6 a«b« + 4 ab» + b*. 
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11. Binomialtaf el : 



I 



12. 






13 



■{ 



,.( 



->2->l 
->3— >3~>1 

r T Y 

4 6 4 1 

5 10 10 5 1 

u. s. f. 

(Binomischer Lehrsatz s. § 28.) 

a« + b« = (a + b)(a^ — ab + b*) 
aö + b5 = (a + b)(a* — a»b + a'b^ — ab^ + b**) 

u. s. f. 

a^ — b« = (a — b)(a^ + ab + b^) 
a« — b'^ = (a — b)(a* + a»b + a2b'^ + ab« + b*) 

u. s. f. 

a2_b2 = (a + b)(a — b) 

a*-b*=(a'^-b^)(a^+b2)=(a+b)(a-b)(a^+b'*) 
= (a + b)(a« — a^b + ab'' — b'') 
== (a - b) (a« + a^ b + a b' + b«) 
u. s. f. 



§ 7. DiYision. 

(a : b) . b = a 
a . b : b = a. 



Erklärung: l 

(+ a) : (+ b) =: + (a : b), kurz: + 
1. , (- a) : (- b) = + (a : b), 



(+ a) : (- b) = - (a : b), 
(- a) : (+ b) = - (a : b), 



» 



+ 



+ = 



+ = 



+ 
+ 
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a : a = 1, a : 1 = a, : a = 0; 

2. l a : = 00 (wobei etwas unendlich Kleines); 

0:0 = unbestimmte Zahl. 

f (a + b) : m = (a : m) + (b : m) 

3. I (a — b) : m = (a : m) — (b : m) 

I (a — b + c— d) : m=(a: m)— (b : m)+(c: m)— (d : m). 



§ 8. Verbind ang von Multiplikation und Division. 

Gesetze zweiter Stufe: 
. c) = a . b . 

1. ^ a . (b : c) = a . b : c 
.c:d.e) = a.b.c:d.e. 

, c) = a : b : c 

2. ^ a : (b : c) =: a : b . c 
. c : d . e) = a : b : c . d s e, 

3. a:b.c:d = a.c:b:d = c.a:b:d=c:b.a:d = etc. 
Klammerregeln: 

1. Regel: Kommen in einer Klammer nur freie 
Rechenzeichen zweiter Stufe vor und steht vor der- 
selben 1. ein Multiplikations- oder 2. ein Divisions- 
zeichen, so darf die Klammer im ersten Fall ohne 
weiteres, im zweiten nur dann weggelassen werden, 
wenn man sämtliche freien Multiplikations- in Divi- 
sionszeichen und umgekehrt verwandelt. 

2. R e g e 1 : Kommen in einem Ausdruck nur Rechen- 
zeichen zweiter Stufe vor, so kann eine beliebige einem 
.Zeichen folgende Reihe von Gliedern ohne weiteres 
von einer Klammer umschlossen werden; die einem 
: Zeichen folgenden Glieder dürfen nur dann von einer 
Klammer umschlossen werden, wenn man die von der 
Klammer zu umschliessenden freien . in : Zeichen und 
umgekehrt verwandelt. 
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§ 9. Klammerlose Ausdrücke. 

1. Kommen in einem Ausdruck nur Rechenzeichen 
gleicher Stufe vor (nur + und — oder nur . und :), 
so darf die Reihenfolge der Glieder beliebig geändert 
werden, doch darf kein Divisor erstes Glied werden 
(s. § 53 und § 88). 

2. Der Gang der Rechnung ist von links nach rechts, 
die höhere Rechenweise ist vor der niederen auszuführen. 



I 



§ 10. Brfiche. 

a 



, . b = a 

b 

Erklärung: { , 

a a ^ 

a '1 a 

1. { n 



— = GO (s. § 7,2), -pT = unbestimmte Zahl. 



a . b a + b 

X — X X 

b ab b ba 

3. a . — ^ — , — . a = — 

c c ' c c 

a a 

4. -r- : c = 



b bo 

b c ac 

o. a I ^^ a . ~i ~~" 



c ~ '^^ b b 



an a 

^' bi^ "" IT' 

7. ^ ' 



b • d 



a : n 


a 


b : n 


b 


ac 




bd 





Proportionen. 
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8. 



-h a 

I +a_ 
a — b 



+ 
+■ 



a 
- a 



+ b 
b — a 



— a a 

a + a — a a 

~~V ""=nb~""+1b""'^b 



a 



c — d 



a — b 



a 
b 
b 



C=:b 

a = d 
d = a 



§ 11. Proportionen. 

a 
b 
c : a = d 
c : d = a 
d : b = c 
d : c = b 



Wenn a : b = c : d, dann ist -^ = 
1. 



= -v- und 



c. 



d 

b, 

b, 

»; 
a, 



d. h. : 



In einer Proportion kann man die inneren Glieder 
unter sich, die äussern Glieder unter sich vertauschen 
und es dürfen die inneren Glieder zu äusseren, und 
die äusseren zu inneren gemacht werden. 

2. a d = b c, d. h. : 

Das Produkt der äusseren Glieder ist gleich dem 
Produkt der inneren. 

Umgekehrt: Sind zwei Produkte aus je zwei Fak- 
toren einander gleich, so kann aus denselben eine Pro- 
portion gebildet werden. Die Faktoren des einen Pro- 
dukts werden die äusseren, die des andern die innern 
Glieder der Proportion. 



3. a m : b m = c : d, 
am : b = cm : d, 



(a : m) : (b : m) = c : d, 
(a : m) : b = (c : m) : d, d. h. : 
In einer Proportion darf ein inneres und ein äusse- 
res Glied zugleich mit derselben Zahl multipliziert oder 
dividiert werden. 



4. a» : b>» = cn : do, ^ a, : ^ = p c : )/d! 
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5. Korrespondierende Addition: 

a : (a + b) = c : (c + d) | b : (a+b) = d : (c + d). 

Korrespondierende Subtraktion: 

a : (a — b) = c : (c — d) | b : (a — b) = d : (c — d). 

Korrespondierende Addition und Sub- 
traktion: 

(a + b) : (a — b) = (c + d) : (c — d). 

Das erste oder zweite Glied einer Proportion ver- 
hält sich zur Summe oder Differenz des ersten und 
zweiten, wie das dritte oder vierte Glied zur Summe 
oder Differenz des dritten und vierten. 

Die Summe des ersten und zweiten Glieds verhält 
sich zur Differenz derselben wie die Summe des dritten 
und vierten Glieds zur Differenz derselben. 

6. Wenn a : a^ = b : bj = c : c^ = . . . = w : 1, 
dann ist 

(a-|-b + c-J ) : (aj-f bj-|- Cj -f ...) = a:aj =... = w:l, 

und 

(a m -f- b n -f- cp -f- ...): (aj m -j- bj n -|- Cj p -f- ••.) = *• ^1 

7. Wenn a : b = c : d 

aj : b, = Cj : dj , dann ist 

(aaj:(bbj = (ccj:(dd0 und 
(a:aj:(b:bj=:(c:cj:(d:dj. 

8. Wenn a : b = c : d und 

a : b = c : X, dann ist 

X = d. 

9. Stetige Proportion: a:x = x:b. 

10. Harmonische Proportion: 

(a — b) : (c — d) = a : d; 
stetige harmonische Proportion: 

(a — x) : (x — b) = a : b. 



{ 
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11. a) Arithmetisches Mittel aus a und b: 

a + b 



X = 



2 • 

b) Geometrisches Mittel aus a und b: 

X = yäb. 

c) Harmonisches Mittel aus a und b : 

2ab , 1 1 /l , 1\ 

^=ir+-b'^^««T=TlT+Tr> 

Bei drei Grössen a, b, c ist 

a + b + c »,-— 1 1/1 , 1 , 1\ 

Ox= 3—, b)x=:)/abc, c)- = -(^- + ^ + -j. 

§ 12. Potenzen mit ganzen Exponenten. 

I. Positive, ganze Exponenten. 

I a z:^ a • a • a 

^^ am = a . a a (m Faktoren), 

a heisst Basis, m Exponent, a" Potenz. 

1^ < 

1. a*=:a, 0°=0, l°=zl, a<>=l;a*-<l, wenna = l. 

r(_l)2n^^l^ (—1)211 + 1^ _1 

[ (a _ b)2n = (b - a)2n, (a - b)^ n+l = - (b -a)2n+l. 

3. a™ . a'' = a'n-i-»" 

am — r^ wenn m > r 



a'*-", „ m<r 



4. (a b)™ = a" b™ 

^- \h) ""bn. 

6. (a"')'"=a">' 
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5. 

a : (a 

K 

a : (a 

K 
trakt 



-Lb- 



hält 

zweit 

oder 

sich 
und 

dan 

(an 

un( 
(a. 



-'*»*• xi:;i. B 






Wurzeln. l7 

1/- 2n-|-l/ 2n+ly 

2. ya = a; ya«n+i = a, }/_a«n+i=_a; 

2n/- 

)/ (— a)»«» = — a. 

3. f a./b = yab. 

4. ]/a:]^b = ya:b = T/|-. 

5. j/ ai- = f |/Tj . 

6. )/ar=°|^; ""p^^P^^r. 



m 

7 



8. a fV=: y anb. 

II. Bat ionalmachen des Nenners: 

^ z z ^ z z /ä^- 1 

j — — — . ■ • , . ' 

ya a » n,— a 

[^ a 



2. T7= 



2 z(}/7* + 5/^+f/Y*) 



F a+ }^ b — 

3 ^ _ z(}/i:+y"b — ]/!") 

^ j_(/X± J^"b -rc)(a + b — c — 2 Vl Tb) , 

(a + b-c)* — 4ab ' 

besonderer Fall a + b = c. 

B ü r k 1 e n , Formelsammlung. 2 
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4. 



Grundoperationen und Kombinatorik. 
2 z ]/7+7^ z y^a + ZbCa 



-y-b) 



}/a+fb 



a + Vb 



a^ — b 



z}^(a*-b)(a-Vb) 
a^ — b 



IIL Zerlegung einer Quadrat-Wurzel 



|/a-±7f=|/^ + ]/A 



, wobei r = y a^ — b. 



IV. Beispiele für Quadrat- und Kubik- 
wurzelausziehung: 



1. yi2 1 53 1 16 = 354 
9 



61353 
325 



7012816 

2816 

9C c s 



2 y 44 1 361 1 864 = 354 
27 
27 



17361 
135 
225 
125 



3675 



1486 864 
14700 
1680 
64 



^ * * »• 
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3. 




25x« — 30x^ + 79x* — 57x« + 58x^— 21x+|) 



4-25X« 



lOx^ 



--30x^+79x* 
4-30x«+ 9x* 



= 5x' — 3x^ + 7x — ^ 



lOx»- Gx^ 



+ 70x* 

+ 70x*+42x'+49x^ 



lOx^— 6x^+14x 



-15x«+ 9x'^ 

+ 15x^+ 9x«+21x+-^ 



s, 



4. f (125x«-225x«+660x'-657x«+924x^-441x*+ 343x') 
+ 125x" =5x«-3x2+7x 

- 225x« 



75x« 



+ 225x«+135x'+27x* 



75x«— 90x-»+27x* 



+ 525x'— 630x* 
+525x^+630x«+189x« 

+735x'^+441x*+343x' 



§ 14. Potenzen mit gebrochenen Exponenten. 



■:/--.^_=:^ .A 1 -/:z; 



Erklärung : a«» = [ a' ; a«» = a» = a-«» = 



r r 

1. 1^=1; Ö^r^O. 

iL p. — 4-JB. 

2. a" . aq = a n q . 

3. a» : ai = a » q . 



r 

a«» 
1 



)/a- 






y ar 



20 Grandoperationen und Kombinatorik. 

4. (ab)« = a'»^'*- 

5. (a : b)» = a« : h\ 

i -A^ - • - 

6. VaV^ =*" *'• 

§ 15. ImagiBÄrc nnd komplexe Zaklen. 

Erklärung: V^^l = i (imaginäre Einheit), 
-uZn, = lya (imaginäre Zahl), 
a + bi (komplexe Zahl; Normalforra), 

i4 n LI 

1. 1=1 1— -t-x 

^2 _____ J^ i*a + l = i 



i» = -i 



i4n + 2:=:__ 1 



ii^+l i4n + 8:^ — i. 

2. y3ri;.yT3b=i2/^= — yäF; (V"=^)^ = _a; 

y^T^ : y— b = ya : b. 
3 Konjugierte komplexe Zahlen: a+bi und a — bi, 
(a+bi)(a — bi) = a2 + b2. 

4. Wenn a + bi = 0, dann ist a = und b = 0, 

„ a + bi = x + iy, dann ist a = x, b = y. 

5. Setzt man: a = r cos y (y Anomalie), 

b = r sin y (r Modulus), 
r = ya2 -|- b^, dann ist 
a + b i = r (cos q> + i sin y) ( Kanonische Form) 

allgemeiner : 

a + b l = r ((cos 9 + 2 k TT) + i sin (y + 2 k 7t)) . 

6. (cos y + i sin tp) (cos ^ + i sin ^) 

= cos (y + V') + i sin {<p + V')- 
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7. Moivre's Formel: 

m 

(cos y + i sId q>)^= cos —(2 kn-{- <p) +iBin — {2k TT -\- <p); 
im eiozelnen : (cos q> + sin q>y = cos n y + i sin ng> 

(cos 9 +1 sin y)" = cos — + 1 sin . 



§ 16. Logarithmen. 



Erklärung: Wennc» = a, dann ist x = log a, daher 

o 

cloga = ft. log (c") = n; log (c— ») = — n 
c heisst die B a s i s^ a der Logarithmand^ n der 
Logarithmus. 

1. log ab = log a + log b 

2. log r- = log a — log b 

3. log a« = n log a 

4. log y a = — log a 

c 

5. log c = l; log 1=0; logO= — oo; logQO = Qo 

6. die Basis der künstlichen, oder gemeinen, 
oder Briggschen Logarithmen ist 10; die Basis der 
natürlichen Logarithmen, welche mit log nat, oder 
log n oder l bezeichnet werden, ist e = 2,71828 . . . (s. § 29) 

logb 
8. Umrechnung der gemeinen in natürliche Loga- 
rithmen : 

10 

log e 
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10 



« low n. 1^ 

b) / a = log a = -~= log a . 2,30259 

löge 

Weiteres über Logarithmen s. § 29. 



§ 17. KettenbrQche. 

1. Verwandlung eines gewöhnlichen Bruches 
in einen Kettenbruch: 

^ — -— - ^ = 1 _ 1 

14 ^+ü ^+14 ^ + 



^+1 



3 + 



3 + 



2 + 



b) 14 



_5 

4 



2 + 



14 



47 
42 


3 






5 


14 

10 


2 




1 — 
4 


5 
4 


1 






1 


4 4 



die Nenner sind 3, 2, 1, 4. 



2. Statt eines Kettenbruches k kann man stets 
folgenden schreiben: 

— , dessen erster Näherungswert -^ , dessen 

•" zweiter — ist. 

3. Verwandlung eines Kettenbruches in 
einen gewöhnlichen Bruch. 



Kettenbrüche. 
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A A 

Sind ^, -^ u. s. f. die einzelnen Näherungswerte 

1 

, so ist: 



'1 -'S 

des Kettenbruches 



**Q I • • • • 



a, 



Ar-fi _ ar4.i A,+ Ar~ i^ ^ — 1.. ^ — _ 

B,4_i"ar4-,B, + B,-_T' B,"" a/ B, ~" a^ a, + 1 

u. s. f. 



Schema: 







»1 


a. 


»3 


1 




1 


1 

»1 


a, 


»3 a« + 1 





»2 »1 + 1 


ag (a, a, + 1) + a^ 







3 


2 


1 


4 




1 





1 


2 


3 


14 







1 


3 


7 


10 


47 





4. A,_ 
Ar- 



B,- 
Ar_ 



.B, — Ar.Br-,=(— 1)- 

Ar_ (-1)' 



B, Br — 1 . Bj. 

Ar ^ (- 1)' 



B,_ 

5. Sätze: 

1. Die aufeinanderfolgenden Näherungswerte 
(N.-W.) eines Kettenbruches sind abwechselnd 
grösser und kleiner als der wahre Wert der- 
selben und zwar sind die ungeraden (der 1., 

3. . . .) grösser, die geraden (der 2., 4 ) 

kleiner als der wahre Wert des Kettenbruches. 

2. Jeder N.-W. liegt dem wahren Wert des K.-Br. 
näher als der vorhergehende. 

3. Der Unterschied des wahren Wertes des K.-Br. 
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und eines N.-W. ist kleiner als der reziproke 
Wert des Quadrates vom Nenner dieses N.-W 

4. Die N.-W. eines K.-Br. sind in den kleinsten 
Zahlen ausgedrückt, d. h. Zähler und Nenner 
sind relative Primzahlen. 

5. Kein Bruch, dessen Nenner kleiner ist als 
der Nenner eines N.-W., kommt dem wahren 
Wert des K.-Br. näher als dieser N.-W. 

§ 18. Kombinationslehre. 

I. Permutationen. 

1. Die Permutationen aus n Elementen be- 
stehen aus den Komplexionen, in denen sämtliche Ele- 
mente vorkommen; die Gruppen unterscheiden sich nur 
durch die Stellung der Elemente. 

Die Permutationen von a, b, 



abcd 
abdc 
acbd 
acdb 
adbc 
adcb 



bacd 
bade 
bcad 
bcda 
bdac 
bdca 



cabd 
cadb 
cbad 
ebda 
cdab 
cdba 



c, d sind: 
dabc 
dach 
dbac 
dbca 
dcab 
dcba 



n verschie- 



2. Die Anzahl der Permutationen aus 
denen Elementen ist: 

P(n)=:1.2.3...(n— l).n 
= n! („n Fakultät") 

3. Sind unter den nEIementen a unter sich gleiche 
Elemente, ebenso ferner ß und y je unter sich gleiche 
Elemente, so ist die Anzahl der Permutationen- 

P (n) ^ n! 

(«, /?, y) «! ß\ y\ 
Bestehen die n Elemente aus 2 Gruppen von r und 
n — r je unter sich gleichen Elementen, dann ist die 
Anzahl : 
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P(n) _ n! _ n(n— l)(n — 2)....(n — r+1) 
(r, n — r) r! (n — r)! r! 

= ^°j, vergl. § 21. 

4. Irgend zwei Elemente einer Komplexion bilden 
eine Nichtfolge (Inversion), wenn das erste Element 
höher ist als das zweite. 

Durch Vertauschung zweier Elemente einer Kom- 
plexion ändert sich die Zahl der Nicbtfolgen um eine 
ungerade Zahl. 

II. Variationen. 

5. Die Variationen aus n Elementen der rten 
Klasse bestehen aus allen Komplexionen, die sich aus 
je r der n Elemente bilden lassen. Die Variationen 
zweiter Klasse der 4 Elemente a b c d sind: 

ohne Wiederholung mit Wiederholung 
ab ac ad aa ab ac ad 

ba bc bd ba bb bc bd 

ca cb cc cd 
da db de dd 

6. Die Anzahl der Variationen aus n Elementen 
zur rten Klasse ist 

V,(n) = n(n-l)(n-2)....(n-r+l) = (^).r! (s.§ 21) 

Vn (n) = n (n — 1) (n — 2) . . . . 1 = n ! (Permutationen). 

7. Die Anzahl der Variationen mit Wieder- 

h 1 u n g ist : V (n) = n'. 

in. Kombinationen. 

8. Die Kombinationen aus n Elementen zur rten 
Klasse sind die Komplexionen, die sich aus je r der 



ca cb cd 
da db de 
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n Elemente bilden lassen, wobei aber blosse Verstellung 
der Glieder keine neue Kombination ergiebt. 

Die Kombinationen der vier Elemente a, b, c, d zur 
zweiten Klasse sind: 

ohne Wiederholung : ab, a c, ad, b c, b d, cd; 
mit „ aa, ab, ac, ad; bb, bc, bd; cc, 

cd; dd. 

9. Die Anzahl der Kombinationen aus n Elemen- 
ten zur rteu Klasse ist 



K,(n) 



_n(n — l)(n--2)....(n— r+1) 



r! 



\r) r! (n— r) ! 



Aus den Kombinationen ergeben sich die Varia- 
tionen, wenn man die Elemente der einzelnen Kombi- 
nationen permutiert. 

10. Die Anzahl der Kombinationen aus n Elemen- 
ten zur rten Klasse mit Wiederholung ist 

K;(n)=="(°+^)(-+^);;-(°+'--^)^(n+r-i). 



1. 



$ 19. Determinanten. 



a, b. 
















1 1 
»2 K 


a, bj 


-^l\ 






»1 \ Cl 




b„ c„ 




b„ Co 




b, c. 


«3 K 


"3 


= »1 


2 2 
^3 ^3 


+ »2 


3 8 


+ "3 


1 ^1 



Unter der Determinante eines Systems von 

n^ Elementen a^, a^ , . . . . an, b^, b.^, . . . ♦ bn, versteht 

man die Summe -^^(Hr^i \ ^s •• •)> ^^ welcher jedes Glied 
alle Buchstaben und Indices ohne Wiederholung ent- 
hält und welche zugleich alle möglichen Produkte um- 
fasst, die durch Permutation der Indices gebildet wer- 
den können. Jedes (alphabetisch geordnete) Glied ist 
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positiv oder negativ zu setzen^ je nachdem die Anzahl 
der Nichtfolgen der Indices gerade oder ungerade ist. 
2. Der Wert einer Determinante wird nicht ge- 
ändert, wenn die Vertikal- als Horizontalreihen und 
umgekehrt geschrieben werden. Z. B. 



a, b, 

»2 ^2 



^1 *s 



3. Werden irgend zwei Horizontal- oder zwei Ver- 
tikalreihen mit einander vertauscht, so ändert sich das 
Vorzeichen der Determinante. 

4. Sind in einer Determinante zwei Horizontal- 
oder zwei Vertikalreihen völlig übereinstimmend, so ist 
der Wert der Determinante gleich Null. 

5. Bezeichnet man in einer Determinante A den 
Faktor von a, mit A, (Unterdeterminante), den von bj. 
mit Br, dann ist 

A=a,^A^ + a^A^ + + an An 

= b,B,+b,B, + + bnBn 

= , ferner ist 

bjAj+b^Ag^ + bflAn = CjAj + C2A2 + .... + CnAn=0. 

6. Wenn alle Elemente einer Horizontal- oder einer 
Vertikalreihe mit demselben Faktor multipliziert sind, 
so ist die Determinante mit diesem Faktor multipli- 
ziert. Z. B. 



kaj bj Cj 




a, b, c, 


ka, b^ Cg 


= k. 


»2 ^2 % 


kag bg Cg 




^3 h % 



Hind alle Elemente einer Reihe 0^ so ist die ganze 
Determinante gleich Null. 

7. Wenn jedes Element einer Reihe eine Summe 
zweier Grössen ist, so ist die Determinante in die 
Summe zweier Determinanten zerlegbar; z. B. 
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»1 + «1 ^1 Ol 
^2 + «2 ^2 ^ 

»3 + «3 bj 





»1 ^1 <5i 




«1 ^1 ^i 


r= 


»2 ^2 ^2 




«2 ^2 ^2 




8-3 ^8 ^3 




«8 \ % 



2 — 



2 



oder: {a,, + a^)A^+(&^+a^)A^ + (a,^+a^)A^=a,,A^+&^A 
+ a.^A^ + a^A^+a^A^ + a^A^. 

Bestehen die Glieder einer Reihe aus m, die einer 
andern aus n und die einer dritten aus p Summanden, 
80 ist die Determinante in m. n. p Determinanten zer- 
legbar. 

8. Der Wert einer Determinante bleibt unverändert, 
wenn man zu den Elementen einer Reihe beliebige, 
gleich vielfache der entsprechenden Elemente einer an- 
dern Reihe addiert; z. B. 

a^ \ Cj + ka^ 
»2 ^2 ^2 + ^^2 

»3 ^3 ^3 + k»8 

9. Wenn 



»1 \ c, 




»2 ^2 ^2 


— 


% \ C3 





D=: 



»1 ^1 ^1 

*2 "2 ^2 
»8 \ ^3 



und A = 



«1 


ßl 


/l 


«8 


ß. 


y» 


«» 


ß. 


y» 



, dann ist 



J) .A = 



2 
'2 
'2 



»1 «1 + \ ßi + Ci /i a, «2 + \ ß2 + Ci y, 

»2 «1 + ^2 ^1 + <52 71 »2 «2 + ^2 ^2 + «2 ^2 

»3 «1 + ^8 /^l + ^8 n »8 «2 + ^3 ^2 + ^3 7^ 

»1 «8 + ^1 /?3 + ^1 n 

»2 «3 + ^2 ^3 + Ca Ys 

»3 «8 + ^3 ^3 + C3 Ys 

10. Wenn alle diejenigen Elemente einer Determi- 
nante verschwinden, welche m Vertikal- mit n — m Hori- 
zontalreihen gemeinschaftlich haben, so lasst sich die- 
selbe in das Produkt zweier Determinanten zerlegen; 
z, B. : 
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«1 \ 


i«, 


d. 


«1 


h..h. 


ih. 


d. 


% 





ic» 


d. 


e» 





\% 


d. 


e« 





j"» 


d. 


«5 



»1 ^ 

»2 ^2 



"s 


d. 


«8 


c* 


d. 


e. 


«6 


d. 


«6 



11. Jede Determinante kann auf folgende Weise 
erweitert werden: 

1 ß* ß, ß2 ßs 



»1 ^1 Cl 




»2 ^2 ^2 




^3 "a ^a 





a 

2 a 



Ol «1 a 

a^ \ Cj 

a^ b^ Cg 

ag 1)3 C3 



§ 20. Wahnteheinlichkeitsrechnniig, 

1. Ist für ein Ereignis die Anzahl aller möglichen 
Fälle m, die der günstigen Fälle (Treffer) t, so ist die 
Wahrscheinlichkeit für das Eintreff'en: 



w = 



m 



für das Nichteintreffeü 

m — t 



u = 



m 



= 1 — w, also 



I, w + 11 = !• 



2. Ist bei m möglichen Fällen Wj = -^ die Wahr- 



m 



scheinlichkeit für das Eintreffen des Ereignisses E, und 
Wg = —^diejenige für das Eintreffen von E^j, so ist die 



m 



Wahrscheinlichkeit dafür, dass entweder E^ oder Ej 
eintrifft : 

II, W == Wj + Wj,. 
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3. Die Wahrscheinlichkeit, dass mehrere Ereignisse 
Ej, Eg, E3. . . gleichzeitig (oder nacheinander) ein- 
treflPen, ist: 

4. Die Wahrscheinlichkeit, dass von zwei Ereig- 
nissen Ej und E^ das erste eintrifft, ist 

IV. W= — ^ . 

5. Soll von zwei Ereignissen E^ und Eg eintreten : 

1. E^ und Eg, so ist W = w^ /Wg ; 

2. Ej, aber nicht Eg, so ist ÄV = Wj (1 — w^); 

3. Ej nicht, aber E^, so ist W= (1 — w^) . w^; 

4. Eines, aber nicht beide, so ist W = w^ (1 — w.^) 

+ (1 — w J . Wg ; 

5. Höchstens eines von beiden, so ist 

W = 1 -- Wj Wg ; 

6. Wenigstens eines von beiden, so ist 



W rrz Wj + Wj — Wj 



w 



2 » 



7. Beide oder keines, so ist W = l — w^ (1 — Wg) 

— (1 — wjw^; 

8. Ej n mal, Eg m mal in bestimmter Reihenfolge, 

dann ist W = w^« . w^™; ist die Reihenfolge 
beliebig, dann ist 

^ (n + m)! 

n! m! ^ ^ 



§ 21. Binomialkoeffizienten. 

T. ^ , n(n — l)(n — 2) (n-r+1) /n\ 

1. Der Bruch — ^ ^-^ ^^ ^ ^^^—^ = f |, 

gelesen „n über r", heisst Binom ialkoeffizient. 

2. Ist n positiv und ganz, so wird 1 ] = 0, wenn 



+ -r 
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r > n; ist aber n gebrochen oder negativ, so wird ( j 
für keinen "Wert von r Null. 

(J) =-(:)-;©-• 

+--+(T)(r-i)+(:)(;} 

II. Abschnitt. 

Reihen. 

A. Endliche Reihen. 

§ 22. Arithmetische Reihen erster Ordnungr* 

Reihe : a, a + d, a + 2 d, . . . . a -f (n — 1) d. 
1. z = a4-(n — l)d. 

__ (a + z) . n __ (2 a + (n — 1) d) . n 

^- ®"~ 2 ■" 2 

§ 23. Geometrische Beihen. 

Reihe: a, aq, aq^, a q^ . . . . aq»— *. 
1. z =aq«"-^ 

a(q"— l) _ qz--a 
q — 1 q — 1 
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a 



3. Ist n = 00 und < q < 1, dann ist s = ^ 

^ 1 — q 

l + x+x'+x'+ = r^l 

4. .}0<x<l. 
l-x + x'_x»+ = ^-^J 

§ 24« Zinseszins- und Rentenrechnnng. 

Zinsfuss p ®/o, Zinsfaktor q ( = 1 -f — j , ursprüng- 
liches Kapital a, angewachsenes b; Zahl der Zinsperi- 
oden (Jahre) n, Rente r. 

1. b = a qo (Zinseszinsformel). 

b = a q« + -^ 1 (erste Rentenformel), 



2. 



r(q'» — 1) 

3. b = —^^^^ T-^ (zweite Rentenformel), 

4. b = Lifczi) (dritte Rentenformel). 

r 

5', a = r (n ==: Qo), 

1. Giebt den Endwert an^ auf den das Kapital a 
in n Jahren durch Zinseszins anwächst. 

2. Giebt den Endwert an, den a durch Zinseszins 
erreicht, wenn dasselbe am Ende jedes Jahres noch um 
r vermehrt oder vermindert wird ; wird a in n Jahren 
aufgezehrt, so ist b = 0. 

3. Giebt die Summe an, welche bis zum Ende des 
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nten Jahres erreicht ist, durch eine am Ende jedes 
Jahres erfolgende Zahlung r. 

4. Stellt denselben Wert dar wie 3, wofern die 
Zahlung r am Jahresanfang geleistet wird. 

5. a ist das Ablösungskapital (Mise) einer 
n mal am Jahresende wiederkehrenden B,ente. 

5^ a Ablösungskapital einer immerwährenden Kente. 

6. Amortisation. Die Gleichung giebt die 
Bedingung an, unter der ein Kapital b in n Jahren 
durch Verzinsung mit pj */o getilgt werden kann, wenn 
der Zinsfaktor (bei dem üblichen Zinsfuss p) q ist. 



§ 25* Arithmetische Reihen höherer Ordnong. 

1. Reihe: y^ y, y, y, y, yn 

erste Differenzenreihe: 2ly^ ^ly^ Jy^ Jyg . . , . 

zweite „ A^j^ A^y^ A^y^ 

dritte „ A^j^ A'^j^ 

Ist die rte Differenzenreihe konstant^ so ist die Reihe 
von der rten Ordnung. 

2. y. = y. + ( J) iy, + (?) 4«y. + (j) 4»yo 
+ .... + (j)4'y„. 

Sätze: 1. Das Glied yn einer Reihe rter Ordnung 
ist eine ganze Funktion rten Grades von n. 

2. Ist ya = a^, + aj n + a^ n" . . . . + a, n' also eine 
ganze Funktion rten Grades von n, so ist die Reihe^ 
welche man erhält, indem man n = 0; 1, 2 . . . . setzt^ 
von rter Ordnung. 

Wenn die Reihe mit y^ anfängt, dann ist: 

Bürklen, Formelsammlang. 3 
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+ .... + r^ Ij'y,. 



s 



a 



3. ..= (■■ + >.+ ("+>,. + ("• + >) 4V. 

+ •••• + (?+i)'''^» 

oder bei der zweiten Bezeichnunff : 

4. 1^ + 2^ + 3^+. ... + n« = ^(2n+l)(n+l).n; 

l« + 2« + 3» + .... + n» = -^(n+l)^n^ 

5. Figurierte Zahlen, 
a. Polygonalzahlen: 

Dreieckszahlen: 1 3 6 10 15 21 ...., [^"^^Y 

Viereckszahlen: 1 4 9 16 25 , n^ 

Fünfeckszahlen: 1 5 12 22 35 , ^^'""^ 




Konvergenzbedingungen.- 
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b) Pyramidalzahlen, 
dreieckige: 1 4 10 20 35 M^ 2 ) + ^ • (^ 3^ ^) 

-cn 

viereckige; 1 5 14 30 55 . . . ., 1 ^ ) + ^l 3 )» 
fünfeckige: 1 6 18 40 75 > [2) + ^ (^ 3 )' 

B. Unendliche Beihen. 

§ 20. Konrergenzbedingnugen. 

1. Eine Reihe Sn = a^ -|- a^ + a^ + . . . . -|- an 
heisst konvergent, wenn die Grenze von Sn bei un- 
begrenzt wachsendem n eine endliche Zahl ist. 

2. die abnehmende geometrische Reihe ist konver- 
gent, also 14-x + x*-[-x' + ist konv., wenn der 

absolute Betrag von x < 1. 
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3. Eine Beihe ist konvergent, wenn sie von einem 
bestimmten Glied an konvergent ist und kein voran- 
gehendes Glied unendlich gross ist. 

4. Eine Beihe ist konvergent, wenn jedes Glied 
derselben kleiner ist als das gleichvielte einer konver- 
genten Beihe. 

5. Erste Hanptkonvergenzbedingung: 
Eine Reihe von positiven Gliedern ist konvergent, wenn 
von einem bestimmten Glied ab der Quotient aus einem 
Glied und dem vorhergehen < 1 und wenn auch 



lim*''+" 



a, 



< 1. 

11= 00 



Ist der Grenzwert gleich 1, so kann nur eine be- 
sondere Untersuchung über Konvergenz oder Divergenz 
entscheiden. 

6. Zweite Hauptkonvergenzbedingung: 
Eine Reihe mit abwechselnden Zeichen konvergiert, 
wenn die Glieder von einer bestimmten Stelle an ab- 
nehmen und lim an = 

(Bei einer Reihe mit gleichen Zeichen ist diese 
Bedingung notwendig, aber nicht hinreichend.) 

7. Jede Reihe mit negativen oder abwechselnden 
Gliedern ist konvergent, wenn sie konvergiert, falls 
man alle Glieder positiv setzt. 

8. Eine Reihe heisst divergent, wenn lim Su 
nicht endlich ist. Dies ist der Fall, wenn lim an 
nicht ist. 



§ 27. Salz von der Koefflzientenyergleichnng. 

Ist 

A,+A,x+A,x'+A3x»+...=B,+B,x+B,x»+B3x»+... 
und sind beide Reihen konvergent, so ist 



} 
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A. = B, 

Aj = Bj u. s. f. 
Dieser Satz dient zur Entwickelung von Funktio- 
nen in Keihen. 



I 28« Binomisclier Lehrsatz — Newtonsche Reihe« 

(l+x). = l + (?)x + (f)x«+... + (?)xr + ... 

Für negative und gebrochene "Werte von n wird 
die Beihe unendlich. Sie ist konvergent für 

1 > x> — 1. 
Beispiel : 



Ist b gegen a sehr klein, dann ist 

ya* + b = a + ^r— (Näherungsformel.) 

Ji a 



§ 29. Exponentlalreihe^logarithmischey trigonometrische 

nnd cyklometrische Reihen« 

^ X x^ x' 

1. e =l+ii+-2[+3i- + --- 

' 1! 2! 31 \ n/n = Qo 

= 2,7182818284 .... 

2. a -e _l+ — +_-- + -^ + ... 



x' X* 



3. Z(l+x) = --- + 3~- +-..., lLx>~l 
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X X* X* X* 



4. Z(l — x) = — j- g-^- j — ...l>x> — 1 

1-4- X f x' x^ 1 

Zj^ = 2|x + y+y+...|l>x>— 1 oder 

/(a+h)-Za=2{2A_+l.(_A_y+...j 

log(a+h)=loga+2M{^A_+l(_A_)V.j 

7. Uebergang vom natürlichen zum Briggschen 
System : 



6. 



10'^^' = z. 



10 



logz = ^^^ = Mj^^.Jz 



log z . Z 10 = / z 

210 

MjQ=Modulus des Briggseben Systems = ^— r 
= 0,4342945 (s. auch § IGs). 



8, ^ . XXX 

sinx=vT~~'^TH~"FT — + ..•. x = arc x° 
1! Ol Ol 



x'^ . X* X« 



cosx=l-2T+4T-G! + 
9. cos X + i sin X = e* * 



cos X — i sin x = e * * 



cos X = ^ 

l^smx^ 2l 



! 
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10. e^ = e^+2k;ri. e2k^l==i^ e(2»^ + 0^i^ — 1 

11. Ist y = e^ = e^+2k;ri^ so igt 

^y = X + 2k7ri. 
Z(-l) = (2k + l);ri; / (— y) = Zy + (2k + l)7ti. 

Ist y + iz = re^', so ist 

Z(y + iz) = Zr + (qp+2k;r)i. 



12. 



xV 1 3 x^ . 1 3 5 



arcsinx = x+ ^'T^ T* T* T + T' T^'ö 



1 



x' 
x^ . x' x^ 



arctgx = x — 3" + ^; ^"^ " " ^ =^ t ^ 

(Leibnizsche 

— = arctg 1 = 1 — "ö" + "5 ä~+ •••• Reihe.) 

Zur Berechnung von tp kann folgende Formel be- 
nützt werden: 

^ = 6arctgj^ = /l2|l-373+573^-y;33 + ....f 

^ = arc tg Y + a^^ö ^S "3" ^ *^^ *^ T "'^ *^^ *^ T 
+ arc tg -y 

7t 11 

— = 2 arc tg -y + arc tg Y' 

III. Abschnitt. 

Gleichnngen. 

g. 30« Gleichungen ersten Grades* 

a) TJmformungs- und Versetzungsregeln: 

1. Jede Gleichung bleibt richtig, wenn auf jeder 
Seite dieselbe Operation mit derselben Zahl vorge- 
nommen wird. 
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2. Ein freier Summand der einen Seite kann auf 
die andere Seite als Sabtrahend gesetzt werden und 
umgekehrt. 

3. Eine Zahl, welche Faktor der gesamten einen 
Seite ist^ kann auf die andere Seite als Divisor der- 
selben gesetzt werden und umgekehrt. 

4. Eine Zahl, welche Potenzexponent der gesamten 
einen Seite ist, kann auf die andere Seite als Wurzel- 
exponent derselben gesetzt werden und umgekehrt. 



b) Gleichungen mit einer Unbekannten. 
\iL — a = 



5. Aus / X + a = b folgt x = b — a 

b - X = b + a. 



, b 

ax = b « X := — 

a 

— = b „ X = ab 
a " 



x" = a 



|^^x = a „ x = an. 

6. Aus r ax = folgt x = 

l a(x-b) = folgt X — b = 
l (x — a)(x— b) = Ofolgtx— a=Ou.x — b = 
ax-|-hx==cx folgt x = 
a(x — b) + c(x-b) = d(x— b)folgtx— b=0. 

Ist die linke Seite einer auf nuU gebrachten 
Gleichung ein Produkt, das x oder Ausdrücke in x 
als Faktoren enthält, so ist jeder dieser Faktoren gleich 
null zu setzen. 

Kann eine Gleichung mit x oder einem Ausdruck, 
der X enthält, durchdividiert werden, so ist x, bezw. 
dieser Ausdruck, gleich null zu setzen. 



{ 
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c) Gleichungen mit zwei und mehr Unbe- 
kannten. 

7. Aus f ax-|-by = c 

\ a^x + b,y = Cp folgt 

c — ax 

y = -^— T — ^1 daher 

I. c — ax Cj — aj X (Gleichsetzungs- 

b b methode), 

IL , _ c, — a, X (Einsetzunga- 

ax + b . —^~ = « methode), 

III. a bj X + b bj y = c bj 

a^ bx + bbj y = Cj b 



X (a bj — a^ b) = c bj — Cj b 

c b. — c, b 

X = — — 

a bj — a^ b 

(Kombinationsmethode), 

m 



IV. 1) a X + b y = c 

2) a,x + b,y = c. 



3) (am+aj )x+ (bm+b^ )y=cm+Cj , 

b, 
setze bm + bj=0, so ist m = — t^, 

dies in 3) eingesetzt giebt 



^~^ + a,jx=-^ + c,, oder 
(— abj + ajb)x= — cb^ -f c^b 



c b, — c, b 

x== — — * 

abj — a^b' 



ebenso wird y bestimmt. 

(Methode der unbest. Koefificienten von Bezout.) 
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8. Hat man drei Gleichungen mit drei Unbekannten : 

ax+ by -}- cz = d 
ajX + biy + CjZ = dj 

»2^ + \J + %^ = ^2 

so stellt man durch zweimalige Elimination derselben 
Unbekannten, z. B. von z^ zwei Gleichungen mit zwei 
Unbekannten und dann hieraus eine Gleichung mit 
einer Unbekannten her. — Bei vier Gleichungen mit 
vier Unbekannten eliminiert man dieselbe Unbekannte 
dreimal und erhält dadurch drei Gleichungen mit drei 
Unbekannten u. s. f. 

9. Lösung durch Determinanten: 



a.x 


+ b. 


y + «iZ = 


= di 


a,x 


+ \ 


,y + "»2 - 


= d. 


a,x 


+ b, 


,y + CaZ - 


= d3 



Durch Multiplikation mit den angeschriebenen Unter- 
determinanten und Addition folgt: 
(a, A, + a, A, + agAg) x = d, A^ + d^ A, + djAg, also . 

d, Aj + ^2^2 + ^3^3 



x = 



a'i-^i + a'2^2 + a3^3- 
Der Nenner ist die Determinante A des Systems der 
linken Seiten. — Für y und z folgt ebenso: 

_ d,B,+d,B, + d3B3 

^ = j . 

10. Die Bedingung für das gleichzeitige Bestehen 
von n homogenen Gleichungen, z. B. von 

a,x + b,y + c^z =0 

»aX + b^y + a^z =Oist 

»3^ + \y + ^3^ = ^ 



»1 \ ^i 

»2 ^2 ^2 

^3 \ % 



= 
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I 31« Gleichungen zweiten Grades und Exponentlal- 

gleicliangen. 

a) Mit einer Unbekannten. 

1. x'' = a 

2. x" + bx+ c =0 (1. Normalform.) 

, b^ b^ 

x« + bx + - = -c + ^ 



_b+ Vb'*— 4c 

X = =^ . 

2 

3. ax" + bx + c = Ö (2- Normalform.) 

— b + Vb* — 4ac 

x = ==^- 

2a 

Die Gleichung liefert: 
2 verschiedene reelle Werte ^ 

2 gleiche „ » f je nachdem b^— 4ac= 0. 

2 verschiedene imag. „ J 

b* — 4ac heisst Diskrirainante der Gleichung. 

4. (x — a)(x— ^)=:0 (3. Normalform.) 



{ 



x^ t=a 



X2 = ^. 

Aus r x^—{a+ß)x+aß=0 folgt ( x^+x.^ = —h 
\x^+ b X + c =0 I Xj . x^ = c. 

5. Die Gleichung 

x-\ = a -| hat die Wurzeln x, = a, x„ = — 

X a ^ ' ^ a 

Jl- i _ 1 

X "~~ — a ^ vt m vt X, — a« x„ — 



X a " " " -1 "? . a 

6. Gleichungen, die durch Einführung einer 
neuen Unbekannten oder durch Zerleffunsf auf 
quadratische zurückgeführt werden können: 
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1. 


ax* + bx' + c — 0, 


setze X*— y 


2. 


ax' + bx' + c = 0, 


x»_y 


3. 


ax2m + bx™+c = 0, 


n x»— y 


4. 


ax + byx+c — 0, 


U-y 


5. 


a^T«+b^x*+c-^0, 


»1— 


6. 


au2x +bu» + c=0, 


n«-y(§31c.) 


7. (x' 


' + ax)* + b (x*+ ax) +c = 0, 


„ x'+ax— y 


/ax + b\* , ax + b . 

\cx + d/ cx + d ' ' 


ax + b 

" cx+d y- 



7. Symmetrische Gleichungen: 

1. ax'+bx«+bx+a=0, a(x«+l)+bx(x+l)=0, zerfällt in 

I. x + l=0 und n. a(x' — x+l) + bx=0. 

2. ax* + bx' + cx* + bx + a = 0, Division mit x', 

a(x'+^)+b(x + 4-) + c = 0; 

setze X H = y, x'+ — ä = y* — 2. 

3. ax*^ + bx* + cx^ + ex« + bx + a = 0, 

a (x^ + 1) + b X (x» + 1) + ex« (x + 1) = 
Abspaltung von x + 1 = 0^ Restgleichung symmetrisch 
vom vierten Grad. 

b) Mit zwei Unbekannten. 

Für die Auflösung quadratischer Gleichungen mit 
zwei Unbekannten kann keine allgemeine, einfache Me- 
thode angegeben werden, da die Elimination einer der 
Unbekannten im allgemeinen auf eine Gleichung vierten 
Grades führt. Es ergiebt sich jedoch in vielen Fällen, 
in welchen die eine der Gleichungen oder beide nicht 
alle möglichen Glieder enthalten, die Schlussgleichung 
als quadratische oder sonst lösbare. In jedem einzelnen 
Fall i»t nach Massgabe der Eigenschaften der vorliegen» 
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den Gleichungen zu verfahren. Die wichtigsten Fälle 
sind: 

1. Die eine der beiden Gleichungen ist vom ersten 
Grad; mau drücke eine Unbekannte aus und setze sie 
in die andere Gleichung ein. 

2. Durch Elimination der quadratischen Glieder 
entsteht eine Gleichung ersten Grades. 

3. Es lässt sich eine Vereinfachung durch Absonde- 
rung eines Faktors erzielen. 

4. Die Einführung einer neuen Unbekannten in 
die eine Gleichung bewirkt, dass dieselbe nur noch 
diese Unbekannte enthält, oder es wird das ganze System 
durch Einführung neuer Unbekannten vereinfacht. 

5. Durch Addition und Subtraktion, Multiplikation 
oder Division der beiden gegebenen Gleichungen, oder 
auch durch korrespondierende Addition und Subtrak- 
tion bei einer derselben, entsteht eine Gleichung, in 

der für x-|- y, x — y, xy oder — oder einen sonstigen 

Ausdruck in x und y eine neue Unbekannte eingeführt 
werden kann. 

6. Die Gleichung ist homogen; man dividiert mit 

X ■ 

y'* durch und bestimmt — . 

y 

7. Es kommen ausser dem Absolutglied . in jeder 
Gleichung nur quadratische Glieder vor; man eliminiert 
die Absolutglieder, so erhält man ein homogene Glei- 
chung. Oder: Man bringt die quadratischen Glieder 
nach links, dividiert die eine Gleichung durch die 
andere, dividiert dann Zähler und Nenner durch y^, 

X 

setzt — = t und bestimmt t. 

y 

8. Man kann z. B. aus x* + y* = a 

2xy = b 
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d^iurcli Addition und Subtraktion der zweiten (x -]- y)* und 
^jx, y)* bilden und hieraus x + y ^^^ ^ — y bestimmen. 

c^ ^Exponentialgleichungen (logarithmische 

Gleichungen). 

1. Grundaufgabe: 

a^ = b ; 

xloga = logb, x = -j^|^. 

2. Besondere Falle: 

1. a* = a^ ; x = r. 

2-(tT=(t)°5-=-'^- 

3 (AV^A. _ log c — log d 
\ b / d * log a — log b * 

4. (ab) »* =a.b' + ^ 

Logaiithmiere, sammle die Glieder mit x 
nach links, die ohne x nach rechts, und löse 
nach X auf. 

5. ab» + c (d + b-x) = e; setze und bestimme 
zunächst y = bx. 

6. ax + P-|_ ax + q = bx4-m_|_ Ijx-f-n. 

a« (ap + aq) = b» (bm + b») 
/ a \x __ bm -j- bn 
[~h) " ap + aq ' hieraus folgt x. 

7. X' xioffx == b . 

r logx+ logx . log X = log b, setze und bestimme 
y = logx u. s. f. 

8. log(ax + b) + log(cx+d) = in- 

es ist log((ax + b)(cx+d)) Jn., also 

(ax + b) (ex + d) = io»a 
woraus x folgt. 
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9. a»by = p 
c«dy = q; 

logarithmiere und bestimme aus den erhal- 
tenen Gleichungen logx und logy. 

9 32« Diophantische Gleichnngpen ersten Grades« 

a) Mit zwei Unbekannten. 

1. Euler'sche Methode. (Absonderung der 
grössten Ganzen.) Beispiel: 
61x+7y=10(X) 

lOOO — eix _^ . . 2x — 1 



y= 



x = 



7 
7a+l 



= 143 — 9x + 

< 

u-4- 1 
3u+ -^(-v) 



(=u) 



u = 2 V — 1, also 
14v — 7+1 



x = 



=:7y — 3 



1000 — 61(7 V — 3) ,^^ ^ 
y= ^ ^ = 169-61v. 



V 


X 


y 







3 


169 




1 


4 


108 




2 


11 


47 




3 


18 


^14 





1108 { 



4 Ml 

108 \ 47 
sind also die brauchbaren 
Werte für die Unbekannten. 



2. Kettenbruchmethode von Lagrange: 
Ist 1. ax-)-by = c gegeben, so setze man 
2. aj x-f bj y = t. dann folgt : 



3. 


_ bjC — bt 
"" a bj — a^ b ' 
a t — a, c 




'^"" ab^ a^b' 
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Beispiel: x*~4x' — 39x«+ 46x+ 80 = 
4) 1 —39 —110 -360 = p« 
4) 1 4 -23 -202 = p„_i 

4) 1 8 + 9 = Pn-2 

4) 1 12 = p, 

4) 1 = Po 
die gesuchte Gleichung ist: 

x* + 12x' + 9x^-202x- 360 = 0. 

11. Wurzelreduktion (= Transformation). 
Soll die Gleichung f (x) = so umgeformt werden, dass 
das zweite Glied der neuen Gleichung ist, so ist, da 
p, = aj + nkao=0^ 

a. 



k = - 



na^ 



IQ 

Beispiel: x'~18x'+105x- 196=0; k= 3-=+^; 

6) 1 -12 + 33 +2 y = x-6; 

6) 1 — 6 — 3 

6) 1 Bes.: y^-3y + 2 = 0. 



§ 34. Binomische Gleichungen« 

1. xn = 4-l = cos2k7r + isin2k7r; 

»/ — 2k;r 2k;r 

X = |/+ 1 = (+ 1)*» = cos h i sm . 

wobei k alle ganzen Werte von bis n erhält. 

2. x« = — l = cos(2k+l);r + isin(2k+l)^; 

^/—- 2k+l , . . 2k+l 

X = l' — 1 = cos TT + 1 Sin 7t. 

' n n 

3. Beispiele. 
1. x3=l; 
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chung r mal die Wurzel null ; sind die der r höchsten 
Potenzen 0, so hat sie r mal die "Wurzel oo. 

9. Ist a eine Wurzel der Gleichung 1., so ergiebt 
sich aus derselben durch Division mit x — a die Glei- 
chung n — 1 ten Grades 

^ =b„x»-'+b.x»-«+ . . . . +b„_,x + b„_i = 0, 

dann ist b, = br_i. a + a,. 

Beispiel 3x"— 7x*+ 2x«+ 4x^- 7x -2 = 
soll durch x — 2 dividiert werden. 

3 -7 +2 +4 —7 —2 



3-1 4+10 
Ees.: 3x*-x'» + 4x + l = 0. 

Durch diese Division wird festgestellt, ob x=2(=a) 
eine Wurzel der ursprünglichen Gleichung ist. 

Um die ganzen rationalen Wurzeln einer Gleichung 
aufzufinden, zerlege man an in Faktoren p^, p^ . . . . 
und versuche, ob x — p^ , x — p^ . . . . ohne Rest in die 
Gleichung aufgeht, s. auch § 37a, i» 

10. Wurzelverkleinerung. Soll die Gleichung 

f(x) = aoX" + ajX'»-l + .... + aa_ix + an = 
in die Gleichung 

9PW = PoX" + PiX^-^ + .... + Pn_ix + pn = 
umgewandelt werden, so dass die Wurzeln der letzteren 
Gleichung um k kleiner sind als die der gegebenen, so 
muss f (x) = y (x — k), also 
a,x"+a,x«-H.... + an=Po(x-k)«+p,(x-k)«-i 

+ .... + Pn-l(x — k) + pn 

sein und es sind daher pn, pn — i, ..••Po die Reste, 
die sich ergeben, wenn man f (x) fortlaufend mit x — k 
dividiert. 
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Beispiel: x* — 4 x' — 39 x'» -{- 46x+ 80 = 
4)1 —39 —110 ~360 = p, 
4) 1 4 -23 -202 = pn_i 
4) 1 8 + 9 = Pn-2 
4) 1 12 = p, 
4)l = p, 

die gesuchte Gleichung ist: 

x*+12x« + 9x'^-202x-360 = 0. 

11. Wurzelreduktion (= Transformation). 
Soll die Gleichung f (x) = so umgeformt werden, dass 
das zweite Glied der neuen Gleichung ist, so ist, da 
Pj = a^ + nkao=0, 

k = --A-. 

na^ 

IQ 

Beispiel: x'-18x'+105x- 196=0; k= 3- = +65 

6) 1 -12 + 33 +2 y = x-6; 

6) 1 - 6 — 3 

6) 1 Res.: y3-3y + 2 = 0. 



§ 34. Binomische Gleichnngcn. 

1. xn = + l = cos2k;r + isin2k;r; 

^,- — , , ,- 2k;p , . . 2k;r 
x = |/+l= (+1)" =cos hism , 

wobei k alle ganzen Werte von bis n erhält. 

2. x» = — l=:Cos(2k+l)7r + isin(2k + l);r; 

^1-— 2k + l , . . 2k+l 

X = l' — 1 = cos ;r + 1 sin n, 

' n n 

3. Beispiele. 
1. X3=l; 



52 Grandoperationen und Kombinatorik. 

mit k = /Xz=ly 

mit k 



(^ = h 

{l {x=co8l20^+i8inl20^= ""^^'^ 



2. x8 = -l; 



it k = I2 j X =cos60«+isinG0«=-i^^={lf^ 

itk = l l x = -l. 



mit 
mit 

3. x* = l; 

mit k = ^x = l, 

mit k = |^ I^~ ^^^ 90 + i sin 90 = + i, 

mit k = 2 jx= — 1. 

4. x*=-l; 

mitk = /^ [ X = cos 45' + i sin 45^ 

mit k = I ^ [ X = cos 135« + i sin 135^ 

5. x^=l; 

mitk = / xr=l^ 

mit k = ( i X = cos 72M- i sin 12% 

mitk = |^ x = cos 144« + i sin 144«". 

6. xß = -l; 

mit k=:|^ [x=:Cos 3G« + i sin 36°, 



f 

u 

/i 



mitk = ^ J ! xr==cos 108« + i sin 108«, 



•<^^k = 2 X=:- 1. 



I 



Kubische Gleichungen. 



53 



4. x»=a 



X 



=C^)-F+ 



x^ = — a 



H/ — 



(K).;/=i 

wobei (|/a ) den absoluten, reellen Wert von ^a bedeuted, 
welchen man durch direkte Wurzelausziehung oder loga- 
rithmische Berechnung erhält, während V+1 iind j^—l 
jeden der durch 1. und 2. bestimmten Werte darstellen. 

§ 85« Kabische Gleichnngen. 

x»+a = 

(-f) 

x= y—a = — (fa ) . a 

1- (f) ■ ß 



1. X»— a = 



(f) ■ ß 



8. § 34, 3 1,2. 

2. x'4-ax2 + bx+c=::0 

Transformiere die Gleichung (durch Wurzelverklei- 

a a 

nerung um -^ oder Subtsitution von y = x — ir» s* § ^^lo) 

auf die Form 

und setze y = u + vundu' + v' + 2q = 0; 

3 



dann ist 



^'~ 2~ + 2" '^^ (^ —^^ (Cardan'schen 
u + v i /— , Formeln) 



W 
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Die Cardanschen Formeln führen zu einer Lösung 
nur so lange q^-|-p^> 0; sie liefern dann 1 reelle und 
2 imaginäre Wurzeln. 

3. Fall der 3 reellen "Wurzeln (casus irreduci- 
bilis), Ist q* + p*<0; so hat die Gleichung 3 reelle 
Wurzeln, aber diese können nicht mit den genannten 
Formeln bestimmt werden; dann 



cos q> 

72 = 



— q 



, q> 

2 V— p . cos -ö" 



78 = 



2V— p.cosl-|-+60^ 
2}Crj.cos[-| — 60U 



4, Trigonometrische Auflösung für Fall 2: 

q^+p«>0. 

1. p> 



*g^-^-f,f^=tgv- 



72 



-|-2)/p.ctg2t^ 






y = + l/p(ctg2V^— -^ 

,7 3 \ S" 



sin 2 ^/ 



hiebei sind die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen, 
je nachdem q < 0. 
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2. p <0 
Zeichen wie oben bei 1. zu nehmen. 



§ 36« Blqnadratische Qleichangen. 

1. Besondere Fälle s. § 31, 6i,72. 

2. Methode der Zerlegung. Man reduziere 
die gegebene Gleichung auf die Form: 

x*-|-ax*+bx-|-c = und setze 
^ x*+ax* + bx + c = (x« + ax+^^)(x« + a^x + /?J; 
hieraus durch Koeffizientenvergleichung 

/?+/?!-« -a 

«(/?,- /9)=b 
ßß,=c 

Durch Elimination von ß und ß^ ergiebt sich: 

2. «• + 2aa* + (a^ — 4c)a'— b^^O 

3. Transformation und Lösung dieser (nach a^) 
kubischen Resolvente. (Ein "Wert von a ge. 
nügt; die andern liefern die x nur in 
anderer Reihenfolge.) 

4. Berechnung von ß und ß^ aus 1. 

5. Lösung der Gleichungen: rx'+ ax+i^^^O 

\x'— ax + /9i=0 
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3. Euler'sche Methode. 

1. Transformierung der Gleichung auf die Form 

x*+ax* + bx+c = 

2. Bildung der B,esolvente 

- a , , a*— 4 c b^ 

Sind die Wurzeln dieser Gleichung Yijj^yJay ^^^^ ist 

wobei die Vorzeichen so zu wählen sind, dass 

§ 37a. Höhere Numerische Gleichangen. — Näherangs- 

methoden. 

1. Rationale Wurzeln, Zerlegung des 
Absolutgliedes. — Man bestimmt alle Faktoren 
«j, «2, «3.... des Absolutgliedes und stellt durch Ein- 
setzung derselben in die gegebene Gleichung fest, ob 
sie derselben genügen. 

Ist die Zahl der Faktoren eine sehr grosse, so 
stellt man mit der Substitution x == y + 1 eine neue 
Gleichung her und bestimmt wiederum die Faktoren 
des Absolutgliedes. Es können dann nur diejenigen 
Faktoren des Absolutgliedes der gegebenen Gleichung 
Wurzeln derselben sein, welche um 1 grösser sind als 
die entsprechenden Faktoren der zweiten Gleichung. 

2. Newtons Methode. Hat man durch Ver- 
suche (oder durch Aufzeichnung der Kurve) gefunden^ 
dass a annähernd eine Wurzel der Gleichung 

f(x) = aox° + ajx'»-i + + an = 
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ist, so ist an a noch eine Korrektion anzubringen^ um 
den wirklichen Wert zu erhalten. Die erste Korrektion 
p ergiebt sich aus (Taylors Satz s. § 95) 

__ — (aoa™+ ^1«""^ + |-*n) f(a) 

^ "~ nao o*» " ' + (n— 1) a^ a« - 2 -f . . . . + an - i ^ "" F{ä)' 
Setzt man nun a -f p an Stelle von a, so erhält hiemit 
aus der angegebenen Beziehung eine weitere Korrektion 
Pj u. s. f. 

3. E>egula falsi (indische Methode). Hat 
die Gleichung f (x) = eine "Wurzel zwischen a und «j 
(f (a) und f (aj haben also entgegengesetzte Vor- 
zeichen), so erhält man einen angenäherten Wert für 
die Wurzel, wenn man an Stelle des Schnittpunktes der 
Kurve mit der X achse, den der Sehne setzt, welche 
die zu den Abscissen a und «^ gehörigen Kurvenpunkte 
verbindet; man hat dann: 



a 



a. 





f(a) 
X = «-- 


/ X • SUlUlb 

(o, - «) f («) 




♦y 


I ^ \ 




. a — 


~.| \\ <r. 





^^^^ ^-^ 


^\ -^ \ \ i *-*■ 




\\ 1 






1 ^\ \^^<^) 
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Mit dem neuen "Wert und einem benachbarten, kann das 
Verfahren wiederholt werden u. s. f. — Dieses Ver- 
fahren ist insbesondere bei transcendenten Gleichungen 
anwendbar. Beispiel : 

x* = 100, also 
xlogx=:2 oder xlogx — 2 = 0. 

Ausrechnung : x f (x) = x log x — 2 



1 
2 
3 
4 



- 2 

-M 

— 0,5687 
+ 0,4084 



^=^+-i;^~ = ^'^^ 



3,58 
3,60 



+ 0,0171 
- 0,0027 



X = 3,58 + 



0,02.0,0171 



0,0198 

= 3,58 + 0,01727 = 3,59727 u. s. f. 
(die richtige Wurzel liegt zwischen 3,59728 und 3,59729). 
4) Kettenbruchmethode von Lagrange. 
Beispiel : x* + 3x — 5 = 

Man findet 2 > x > 1 und setzt x = 1 H ; 

«7 

hiermit folgt aus der gegebenen Gleichung 

y8_6y^— 3y— 1 = 

nun ist 7 > y > 6 ; man setzt y = 6 + — 

und erhält 19z'— 33z2— 12z — 1 = 0; es ist 

3 > z > 2; mit z = 2 + -^ folgt 

84t^— 81t— 19 = und es ist 
18 > t > 17 u. s. f. 



5t^ 
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Es ist nun : x = 1 -|- 



= 1,15416 



6 + 



2 + 



oder 



= 1 + 



6 + 



2 + 



17+... 
■ = 1,15418 

_1_ 

18- 



§ 37 b. GrSsste nnd kleinste Werte. 

(Elementare Behandlung.) 

Ist y eine Funktion von x, also eine von x ab- 
hängige Grösse, und z. B. 

1. y = ax*+ bx*-f ex + d, 
so können hiebe! die verschiedenen Werte von x als 
Abscissen, die von y als Ordinaten einer Kurve be- 
trachtet werden. 

Zieht man eine Parallele E F zur X axe, welche die 




betreffende Funktionskurve in den Punkten E, F, deren 
Abscissen x^ und x^ sind, schneidet, so hat y in diesen 
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Punkten E und F die gleichen Werte, es ist also für 
obiges Beispiel 1. 

ax/+bXj^+ cXj + d = ax/-f- bx^^^- cx^ + d, woraus 
a(Xj^ — x/) + b(Xj- — X2*) + c(Xj—Xj,) = 0, folglich nach 
Division mit x^ — x^. 

2. a(x,^ + x,x, + x,^)+b(x,+x,) + c = 0. 

"Wenn sich nun E F parallel weiter bewegt, so werden 
Xj und Xg für den Punkt, wo y einen grössten oder 
kleinsten Wert erreicht, einander gleich, Ist die Ab- 
scisse dieses Punktes x, so ergiebt sich demnach aus 2. 

3. 3ax'' + 2bx + c = 0. 

Durch Auflösen dieser Gleichung findet man die Werte 
von X, welche y zu einem Maximum oder Minimum 
machen. 

Das Verfahren lässt sich nach Vorstehendem in 
folgender Weise fassen:*) 

Um einen grössten oder kleinsten Wert (oder 
mehrere) einer abhängigen Grösse zu finden, muss man : 



*) Yergl. hiezu: Martos, Haxima und Minima, Berlin 1861. 
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1. Die Funktion in einer unabhängigen veränder- 
lichen Grösse x ausdrücken; 

2. in diesen Ausdruck Xj und dann Xg einsetzen 
und die sich ergebenden Ausdrücke einander gleich 
setzen; 

3. die gleich hohen Glieder zusammenfassen, so 
dass sich mit dem Faktor x^ — x^ durchdividieren lässt; 

4. nachdem mit x^ — x^ durchdividiert ist, hat man 
in der hiedurch erhaltenen Gleichutig x^ = x^ = x zu 
setzen und die Gleichung aufzulösen. Für die gefun- 
denen Werte von x erreicht y ein Maximum oder Mi- 
nimum. 

5. Ob ein grösster oder kleinster Wert vorliegt, er- 
giebt sich aus der Natur der Aufgabe oder durch Be- 
rechnung der Werte von y für solche Werte von x, 
die dem gefundenen benachbart sind. 

Bemerkungen: 1. Bei Funktionen, in denen 
eine Quadratwurzel vorkommt, muss vor dem Divi- 
dieren mit Xj — Xg in der Regel noch umgeformt werden, 

Beispiel: 
mXj-f n + t^axj^ + bxj + c = rax^ + n -f ^äx,/^ -f bx^ + c, 
m (Xj — xj + Vax/ + bxj + c — fax^^ + bx., + c = 0, 
woraus 

^/ ^x , 81(X,^— x/)+b(x, -Xj 

^^^^ ^^^ + ^ax7+'>)x: +^ + Vax,^ + bx, + c " ""^ 

^-Igl-h - + yax,'. + bxH-c.+ }/ax7T^x,-+l " ""' 
Nun ist Xj = Xg = x zu setzen u. s. f. 

2) Das Anwendungsgebiet der obigen, elementaren 
Methode ist begrenzt; allgemeine Verfahren für Auf- 
findung grösster und kleinster Weihte giebt die höhere 
Analysis (s. § 97). 



Ebene Geometrie. 

§ 38« Winkels&tze (von Parallelen, rom Breieck 

und Yleleck). 

1. Nebenwinkel betragen zusammen 2 B.. 

2. Scheitelwinkel sind einander gleich. 

3. a) Werden zwei Parallelen von einer dritten 

geschnitten, so sind: 

1. je zwei entsprechende Winkel I . 

2. „ „ innere Wechselwinkel i einander 

3. „ „ äussere „ J 8^^^°^ 
und es betragen 

1. je zwei innere Gegenwinkel 1 

o a „«,«««« (zusammen 

2. „ „ äussere „ f 9 P 

3. „ „ gemischte Wechsel winkelj 

b) Werden zwei gerade Linien von einer 
dritten geschnitten und sind 

1. zwei entsprechende Winkel oder ^ . 

2. „ innere Wechselwinkel „ leinander 

3. „ äussere „ J ^^^'^^ 
oder betragen 

1. zwei innere Gegenwinkel oder \ 

o .. ^ I zusammen 

2. „ äussere „ . " f o r 

3. „ gemischte Wechselwinkel j ' 
so sind die Geraden parallel. 

Zusätze: a)Lote zu derselben Geraden sind parallel ; 
b) eine Gerade, welche zu einer von zwei 
Parallelen senkrecht ist, ist auch Lot 
zur andern. 
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4. Jeder Aussenwinkel eines Dreiecks ist gleich 
der Summe der beiden ihm nicht anliegenden Drei- 
eckswinkel. 

5. Die Winkelsumme ist im Dreieck 2B; im 
Viereck 4R, im n-Eck 2 n — 4 E. 

6. Die Anzahl der Diagonalen, die von einer 
Ecke eines n-Ecks ausgehen, ist n — 3, die Anzahl sämt- 
licher Diagonalen ^r . 



§ 39« Eongrrnenzsälze und Längenbeziehngen« 

A) Zwei Dreiecke sind kongruent; wenn 

1. Zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel 
gleich, 

2. Eine Seite und zwei gleichliegende Winkel gleich; 

3. Die drei Seiten gleich, 

4. Zwei Seiten und der Gegenwinkel des einen 
Paares gleich und die des andern Paares gleich- 
artig (beide = ß) sind. 

(Besonders zu merken: Zwei Dreiecke sind kon- 
gruent, wenn sie zwei Seiten und den Gegenwinkel der 
grösseren gleich haben.) 

B) Zwei n-Ecke sind kongruent, wenn sie alle 
Seiten bis auf eine und alle entsprechenden Winkel bis 
auf die an der letzten Seite liegenden gleich haben; 
(2 n — 3 unabhängige Stücke.) 

C) Inkongruenz. 

1. Haben zwei Dreiecke zwei Seiten gleich, die 
eingeschlossenem Winkel aber ungleich, so sind auch 
die dritten Seiten ungleich und zwar liegt dem grösseren 
der beiden Winkel die grössere Seite gegenüber. 

2. Haben zwei Dreiecke zwei Seiten gleich, die 
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dritten Seiten aber ungleich, so sind auch die Gegenwinkel 
der letzteren ungleich und zwar liegt der grösseren Seite 
der grössere Winkel gegenüber. 
D) 1. In jedem Dreieck 

a) liegt der grösseren von zwei Seiten der grössere 
Winkel gegenüber, 

b) liegt dem grösseren von zwei Winkeln die 
grössere Seite gegenüber 

c) ist die Summe zweier Seiten grösser als die 
dritte, 

d) ist die DiflPerenz zweier Seiten kleiner als die 
dritte. 

2. Unter allen Verbindungen zwischen zwei Punkten 
ist die gerade die kürzeste. 

3. Unter allen Strecken zwischen einem Punkt und 
einer Geraden ist das Lot die kürzeste. 



§ 40. Sätze vom Parallelogramm nnd Trapez. 

(Winkel, Seiten, Diagonalen). 

Im Trapez sind nur zwei, im Parallelogramm je 
zwei Gegenseiten parallel. 

1. Im Parallelogramm 

a) sind je zwei aufeinanderfolgende Winkel zu- 
sammen 2 H; 

b) sind je zwei gegenüberliegende Winkel einan- 
der gleich; 

c) sind je zwei gegenüberliegende Seiten einander 

gleich ; 

d) halbieren sich die Diagonalen gegenseitig 

2. Ein Viereck ist ein Parallelogramm: 

a) Wenn je zwei Gegenseiten gleich; 

b) „ „ „ Gegenwinkel „ ; 

c) „ ein Paar Gegenseiten gleich und parallel ; 



KoDgrnenzsätzc und Längenbeziehnngen. 65 

d) Wenn sich die Diagonalen gegenseitig hal- 
bieren. 
3) Ein Viereck ist 

a) ein rechtwinkliges Parallelogramm, wenn drei 
Winkel rechte sind; 

b) ein gleichseitiges Parallelogramm, wenn alle 
Seiten einander gleich sind. 

4. ImrechtwinkligenParallelogramm sind 
die Diagonalen einander gleich. 

5. Im gleichseitigen Parallelogramm 

a) halbiert jede Diagonale die Winkel, darch die 

sie geht; 

b) stehen die Diagonalen aufeinander senkrecht. 

6. Ein Parallelogramm ist rechtwinklig: 

a) Wenn ein Winkel ein R; 

b) Wenn zwei aufeinander folgende Winkel einan- 
der gleich sind; 

c) Wenn die Diagonalen einander gleich sind. 

7. Ein Parallelogramm ist gleichseitig: 

a) Wenn zwei aufeinander folgende Seiten einan- 

der gleich sind; 

b) Wenn eine Diagonale einen Winkel desselben 

halbiert : 

c) Wenn die Diagonalen senkrecht aufeinander- 

stehen. 
, 8. Im gleichschenkligen Trapez sind 

a) Die Winkel an derselben Grundlinie einander 

gleich, 

b) Die Diagonalen einander gleich. 

9. Ein Trapez ist gleichschenklig: 

a) Wenn zwei Winkel an derselben Grundlinie 
einander gleich sind; 

b) Wenn die Diagonalen einander gleich sind. 

10. Die Parallele durch die Mitte 

B ü r k 1 e n , Formelsammlang. 5 
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a) einer Dreiecksseite zu eiaer zweiten halbiert 
die dritte und ist gleich der Hälfte der zweiten, 

b) einer nicht parallelen Seite eines Trapezes zu 
einer Grundlinie halbiert die andere nicht pa- 
rallele Seite und ist gleich der halben Grund- 
liniensumme. 

11. Die Verbindungslinie der Mitten 

a) zweier Dreiecksseiten ist parallel und gleich 
der Hälfte der dritten. 

b) der nicht parallelen Seiten eines Trapezes ist 
parallel den Grundlinien und gleich der halben 
Summe derselben. 

§ 41« Gerade Linien nnd Winkel am Kreis; regrel- 

mässi^es Tielcck. 

1. Ein Punkt liegt innerhalb, auf oder ausser- 
halb einer Kreislinie, je nachdem sein Mittelpunktsab- 
stand — als der Halbmesser ist, 

> 

2. Eine Gerade hat mit einem Kreis zwei, 
einen oder keinen Punkt gemeinschaftlich, d. h, sie 
schneidet, berührt oder trifft nicht, je nachdem ihr Mit- 
telpunktsabstand = als der Halbmesser ist. 

3. a) Gleiche Sehnen haben gleiche Mittelpunkts- 

abstände und umgekehrt, 
b) Von zwei ungleichen Sehnen hat die grössere 
den kleineren Mittelpunktsabstand und umge- 
kehrt. 

4. Zu gleichen Zentriwinkeln in gleichen Kreisen 
oder in demselben Kreis gehören gleiche Bögen, Sehnen, 
Aus- und Abschnitte und umgekehrt. 

5. Ein Peripheriewinkel ist die Hälfte des 
zugehörigen Zentriwinkel, 



Gerade Linien und Winkel am Kreis. 67 

6. Alle Peripherie winkel über demselben Bogen 
sind einander gleich. 

Datum a, r, a. 

7. Der Tangentensehnenwinkel ist gleich 
dem Peripheriewinkel im nicht eingeschlossenen Bogen. 

8. a) Im Kreisviereck ist die Summe zweier 

Gegenwinkel gleich der Summe der zwei an- 
dern, d. h. 2 B,. 
b) Wenn in einem Viereck die Summe zweier 
Gegenwinkel 2 B. ist, so ist es ein Kreis- 
viereck. 

9. a) Im Tangentviereck ist die Summe zweier 

Gegenseiten gleich der Summe der zwei andern. 

b) Wenn in einem Viereck die Summe zweier 

Gegenseiten gleich der Sumnje der zwei andern 

ist, so ist das Viereck ein Tangentenviereck. 

10. Tangentenabschnitte beim Dreieck 

an den Inkreis, an den Ankr. d. Gegens. 

von der Ecke A (= s — a), = s 

c + a — b 

a-|- b — c 

w n 11 ^ % (= S C); , n 

D atum s, ()j, a. 

11. Zwei Kreise K und Kj 

a) berühren sich, wenn sie einen Punkt der 
Zentrale gemeinschaftlich haben, 

b) haben einen Punkt der Zentrale gemeinschaft- 
lich, wenn sie sich berühren. 

c) K und Kj berühren sich , wenn z = r + ^ 

„ „ „ schneiden „ „ \ ^ > r — (> 
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K liegt innerhalb B^, wenn z < r — q 

K „ ausserhalb „ „ z > r + ^, 

z Zentrale, r der grössere, q der kleinere 

Halbmesser. 

4 

12. Kreisteiluncf. Zu einem Zentriwinkel von — R 

o n 

2 

— oder einem Peripheriewinkel von— R — gehört der 

nte Teil der Kreislinie. 

13. Regelmässiges Vieleck. 
Eckenzahl: 3 4 5 6 . . . n 

Zentriwinkel: ^ß IR ^^^ fR...-R 

3 5 3 n 

2 6 4 2n — 4 

Polygonwinkel : «-R 1 R -^R irR . . . R. 

o o o n 

§ 42. Proportionalität von Strecken, Aehnlichkelt. 

1. Werden die Schenkel eines Winkels oder zweier 
Scheitelwinkel von zwei Parallelen geschnitten, so sind 
die Abschnitte auf dem einen Schenkel proportional den 
entsprechenden auf dem andern und die Parallelen ver- 
halten sich wie die zugehörigen Scheitelabschnitte des- 
selben Schenkels. — Umkehrung. 

2. Die Halbierungslinie eines Winkels im 
Dreieck teilt die Gegenseite innerlich im Verhältnis der 
Anseiten; die Halbierungslinie des Aussenwinkels teilt 
sie äusserlich in demselben Verhältnis. — Umkehrung. 

3. Werden die Schenkel eines Winkels oder zweier 
Scheitelwinkel von zwei Parallelen geschnitten, so sind 
die abgeschnittenen Dreiecke einander ähnlich. 

4. Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn 

a) zwei Seiten proportional und der eingeschlos- 
sene Winkel gleich, 
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b) zwei "Winkel gleich, 

c) die 3 Seiten proportional, 

d) zwei Seiten proportional der Gegenwinkel 
des einen Paares gleich und die Gegenwinkel 
des andern Paares gleichartig sind. — (Be- 
sonderer Fall: Zwei Dreiecke sind ähn- 
lich, wenn sie z\^ei Seiten proportional und 
den Gegenwinkel der grösseren gleich haben.) 

5. Zwei Höhen eines Dreiecks verhalten sich um- 
gekehrt wie die zugehörigen Seiten, oder wie die reci- 
proken Werte der Seiten und umgekehrt; also 

h:h':h'' =— :^:— = bc:ac:ab 
a D c 

6 a) Zieht man von zwei ähnlich liegenden 
Punkten bei zwei ähnlichen Vielecken Strah- 
len nach allen entprechenden Ecken, so ent- 
stehen paarweis ähnliche Dreiecke. 
Besonderer Fall: Durch die Diagonalen aus 
zwei entsprechenden Ecken werden zwei ähnliche Viel- 
ecke in paarweis ähnliche Dreiecke zerlegt. 

b) Entstehen durch Strahlen, die man von zwei 
Punkten nach den Ecken zweier Vielecke 
zieht, paarweis ähnliche, in gleicher Reihen- 
folge liegende Dreiecke, so sind die Vielecke 
ähnlich und die beiden Punkten ähnlich liegend. 
Besondere Fälle: 1. Werden zwei Vielecke 
durch die Diagonalen aus zwei Ecken in paarweis ähn- 
liche in gleicher Brcihenfolge liegende Dreiecke zerlegt, 
so sind die Vielecke ähnlich. 

2. Zwei Parallelogramme sind ähnlich, wenn sie 
einen Winkel gleich und die einschliessenden Seiten 
proportional haben. 

7. Regelmässige Vielecke von gleicher Seitenzahl 
sind ähnlich. 
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• » » 



8. In ähnliche nVielecken sind entsprechende 
Winkel einander gleich und entsprechende Längen pro- 
portional; die Umfange ähnlicher 'Vielecke verhalten sich 
daher wie entsprechende Seiten. 

9. a) Sind zwei Vielecke in perspektivischer 

Lage und n — 1 Seitenpaare (worunter keines, 
das mit einem S4:rahl zusammenfällt) parallel, 
so ist auch das nte Paar parallel und die 
Vielecke sind ähnlich, 
b) Sind zwei Vielecke ähnlich und zwei Seiten- 
paare parallel, so sind auch die übrigen parallel 
und die Vielecke sind in perspektivischer Lage. 

10. a) Die K!athete eines rechtwinkligen Dreiecks 

ist mit tl-ere Proportionale zwischen der 
Hypotenuse und dem anliegenden Hypote- 
nusenabschnitt, 
b) Die Höhe eines rechtwinkligen Dreiecks ist 
mittlere Proportionale zu den Hypotenusen- 
abschnitten. 

11. Ist in einem gleichschenkligen Dreieck die Basis 
gleich dem grösseren Abschnitt des stetig geteilten 

2 

Schenkels, so ist der Winkel an der Spitze -^ R und um- 
gekehrt. (Bestimroungsdreieck des regelmässigen Zehn- 
ecks). 

12. a) Sekantensa-tz. Werden die Schenkel eines 

Winkels oder zweier Scheitelwinkel von einem 
Kreis geschnitten, so sind die Scheitelabschnitte 
des einen Schenkels innere, die des andern 
äussere Glieder einer Proportion, d. h. das 
Produkt der Scheitelabschnitte ist konstant. 
(Potenz eines Punktes in Beziehung auf einen 
Kreis = P02 — r«.) 

Besonderer Fall: Wird der eine 
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Schenkel eines Winkels von einem Kreid ge- 
schnitten, der andere berührt, so ist das 
Quadrat des Tangentenabschnitts gleich dem 
Produkt der Scheitelabschnitte der Sekante, 
b) Sind auf jedem Schenkel eines Winkels oder 
zweier Scheitelwinkel vom Scheitel aus je 
zwei Stücke abgetragen und ist das Produkt 
der Abschnitte des einen Schenkels gleich dem 
Produkt der Abschnitte des andern, so liegen 
die vier Endpunkte der Abschnitte auf einem 
Kreis. 

Besonderer Fall: Sind auf dem 
• einem Schenkel eines Winkels zwei Abschnitte 
auf dem andern ein Abschnitt vom Scheitel 
aus abgetragen und ist das Produkt d-er Ab- 
schnitte des ersten Schenkels gleich dem 
Quadrat des Abschnitts auf dem zweiten 
Schenkel, so berührt der durch die Endpunkte 
der drei Abschnitte gelegte Kreis den zweiten 
Schenkel. 

§ m. Flächenvergleiclmng, luhaltAbezIehangeB* 

1. Parallelogramme — Dreiecke von gleicher Grund- 
linie Und Höhe sind gleich. 

2. Ein Dreieck ist halb so gross als ein Parallelo- 
gramm von gleicher Grundlinie und Höhe. 

3. Ein Trapez ist inhaltsgleich mit einem Parallelo- 
gramm, wenn beide gleiche Höhe haben und wenn die 
Grundlinie des Parallelogramraes gleich der Mittellinie 

-des Trapezes ist. Trapeze sind gleich, wenn sie gleiche 
Höhe und gleiche Mittellinie haben. 

4." Datum für Parallelogramm und Dreieck : a, h, f^, 
für das Trapez: b + d, h, f. 

5. Ein Kreis ist gleich einem -Dreieck , . dessen 
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Grandlinie gleich dem Umfang und dessen Höhe gleich 
dem Halbmesser ist. 

6. Parallelogramme — Dreiecke, die einen Winkel 
gleich haben; verhalten sich wie die Produkte der den 
gleichen Winkel einschliessenden Seiten. 

Datum a, (bc), P. 

7. Aehnliche Vielecke verhalten sich dem Inhalt nach 
wie die Quadrate entsprechender Längen. 

8. Das Quadrat über einer Kathete eines recht- 
winkligen Dreiecks ist gleich dem Bechteck aus der 
Hypotenuse und dem anliegenden Hypotenusenabschnitt. 

9. Das Quadrat über der Höhe eines rechtwinkligen 
Dreiecks ist gleich dem Hechteck aus den Hypotenusen- 
abschnitten. 

10. Pythagoräischer Lehrsatz: 

a) Im rechtwinkligen Dreieck ist das Qua- 
drat über der Hypotenuse gleich der Summe der Qua- 
drate über den Katheten. 

b) Allgemeiner Pythagoräischer Lehr- 
satz: Konstruiert man über den Seiten eines recht- 
winkligen Dreiecks ähnliche Figuren, so ist die Figur 
über der Hypotenuse gleich der Summe der Figuren 
über den Katheten. 

c) Pythagoräischer Lehrsatz für das 
schief winklige Dreieck: Das Quadrat über einer 
Dreiecksseite ist gleich der Summe der Quadrate der 
andern Dreiecksseiten vermehrt oder vermindert um 
das doppelte Rechteck aus einer dieser Seiten und der 
Projektion der andern auf sie, je nachdem der Gegen- 
winkel der ersten Seite stumpf oder spitz ist (vgl § 58,6). 

§ 44« Längren- und Flächenberechnangen. 

1. Inhalt des Rechtecks: a.b 

2, „ „ Quadrats: a' 
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3. Inhalt des Parallelogramms: ah 

4:. n n Dreiecks: 
a.h 



2 ' 

a + b + c 



= Q.ti, 



Qi • 2 = ('i(s-a)=(>2(s-b)=C8(s-c), 

^ ys(s — a)(s — b)(s — c), 

h(b + d) 



5. Inhalt des Trapezes: 



6. 



)» 



„ regelmässigen nEcks: 



n. a . ^ 



(22\ 
^=3,1416;= -y), 

8. Inhalt „ „ 



: r';r = -r ?r, 
4 



am 



9. Bogen : 2 r ;f r= a« : 360^ Bogen = —^7-, 



«r*;r br 



10. Sektor: r2;r = a^ 360°: Sektor— ^^^ — « , 

11. Bogenlänge im Kreis vom Halbmesser 1: 



a 7t 



arc a 



a 



180 180° 



7t 



Regelmässige Vielecke: 

12. Dreieck. 

a r- 3r ^ 
h^-^]^-— =3^ 



r-^h 



a 



}^z=2 
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h a ;— r 



3 6 ' 2 

a^ — h^ — 3 r* _ 



13. Sechseck. 

r = a =Y Q ^'^ 
a — r 



2 ,/n 



Diagonale d^=a\^3 =t\'3 =^2 Q 
d, = 2a = 2r==-^(»]^ 

14. Quadrat. 

a r ,— 

15. Achteck. 

e = ^ (r:r+ 1) = ^f^+W 

a=:r|/2^}^ = 2 (> (1/2^ - 1) 



d, = a}2 + )/2 =ry2 =2(>|/2 — »2 
d^ = a (K2 + 1) = r |/2H^72 = . 2 (> 



d3 = a)/4 + 2V2=2r = 2())/'4— 2)/2 

J = 2 a^ (V'2" + 1) =2 r^ y2 = 8 (»'-^ (>/ 2 — l) 
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16. Fünfeck. 

r = ^ysöTiöW = e (i^-i) 

? = ^j/25 + 10V5 =^(/5"+l) 
r 



a = --}/lO — 2y5'==2e}5 — 2}/r) 






= 5^']5-2V5 

17. Zehneck, 
r — ^ (/5 +. 1) ^ -f- l'öÖ-lÖFl 



a ./ ^ ... ,— r 



a = ^ (t^ - 1) = -/- ^5^ lÖy 5 

d, = A |/io+ 2 1/5 = Y K 10- 2»^ = ? (V^— 1) 

d. = Y (3 + y 5) ^ ^ (t^ + 1) = J- y' 5Ö+1Ö75 

d. = a y 5+17^"= Y f 10 + 27^ = 2 e 

2? 



d, = a(»'5 + l)=2r= -g^-y50— 10V5 
J ^ -*'j'5 + 275"= ■''^ I'IO- 2V'5- 2e'^|'25 — lül'5. 
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§ 45« Zasammenstellnng toh Daten ; weitere Formeln« 

A) Datumsbeziehungen. Wo nichts bemerkt 
ist, beziehen sie sich auf das Dreieck. 

1. h, m, (/? — y). 

2. r h + h', a -|- b, y 



r ü + n', a -|- b, y 
\ h — h', b — a, y. 



3. a, r, a. 

4. fs — 



. r s — a, ^, a. 
\ s, (»„ a. 



5. a, h, f^ 

Trapez : b + d, h, f. 

6. f s, ^, f « 

\s — a, (»j, P. 
Tangentenviereck : a + b + c + d, ^, f *. 

7. (bc), «, P. 

8. b* — c*, (p + q), (p — q) s. C^^ dieses §. 

B) Beziehungen am rechtwinkligen Dreieck. 

9. b* = ap, c' = aq, (aHyp., p und q Abschn. 
derselben). 

10. h* = pq. 

11. a' = b^ + c^ a = VbM=V 

12. bc=:ah. 

13. B.ationale rechtwinklige Dreiecke sind 
bestimmt durch 

a = u» + v'' 
b = u* — v' 

C=: 2UV. 
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u 


V 


u« + v* 
a 


u'' — v^ 
b 


2uv 
c 


2 


1 


5 


3 


4 


3 


1 


10 


8 


6 


3 


2 


13 


5 


12 


4 


1 


17 


15 


8 


4 


2 


20 


12 


16 


4 


3 


25 


7 


24 


5 


1 


26- 


24 


10 


5 


2 


29 


21 


20 



C)Beziehungen am schiefwinkligen Dreieck. 

14. bp = cq (p Projekt, von c auf b, q Projekt, 
von b auf c). 

15. a*=:b*+c" + 2cq (Pyth. Lehrsatz für das 

schiefwinklige A)^ (q Projekt, von b auf c). a B,. 

16. bc = 2rh. 

17. b® — c® — Pi' — <li* (Pi iiod qj Projekt, von b 
und c auf a). 

18 ( a^ + 4t^ = 2(b^ + c*) 

4 (t^ + 1'^ + t"') = 3 (a* + b* + c') 

4 



a2==-5-(2t'» + 2t 



//2 



t'). 



19. m' = bc — VW (v und w Abschnitte der Seite 
a^ erzeugt durch Winkelhalbierende m). 

20. /Dreiecksinhalt J = )/s(s — a)(s — b){s — c) 
ah 

ü — 



I 



J = 



2 

abc 



21 



4r- 



=j' 



Ql ?3 e» P 
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22. Kreisviereck (Ptolemaischer Lehrsatz) 

Inhalt des Kreisvierecks: 



ys(s — a)(s — b)(s-— c)(s — d) 
a + h + c + d 



wobei s = 



§ 40. Geometrisclie Oerter. 

A. Der geometrische Ol* t für einen Punkt, der 

1. von einem Punkt A die Entfernung r hat, ist die 
Kreislinie um A mit r; 

2. von einer -Geraden L auf bestimmter Seite der- 
selben die Entfernung h hat, ist die Parallele zu L auf 
jener Seite im Abstand h; 

3. von zwei Punkten A und B gleiche Entfernung 
hat, ist das Mittellot zu AB; 

4. von den Schenkeln eines Winkels gleichen Ab- 
stand hat, ist die Halbierungslinie des Winkels; 

5. von zwei Parallelen gleichen Abstand hat, ist die 
Parallele im mittleren Abstand. 

B. Der geometrische Ort für den Mittelpunkt 
eines Kreises, der 

6. den Halbmesser r hat und durch Punkt A geht, 
ist die Kreislinie um A mit r; 

7. den Halbmesser r hat und die Gerade L auf 
bestimmter Seite berührt, ist die Parallele im Abstand 
r auf jener Seite; 

8. durch die Punkte A und B gehen soll, ist das 
Mittellot zu AB; 

9. die Schenkel eines Winkels berühren soll, ist die 
Halbierungslinie des Winkels; 

10. zwei Parallelen berührt, ist die mittlere Parallele ; 
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11. eine Gerade L im Punkte A berührt, ist das 
Lot zu L in A; 

12. eine Kreislinie im Punkte A berührt, ist die 
Verbindungslinie des Mittelpunkts mit A; 

13. den Halbmesser q hat und eine Kreislinie K 
vom Halbmesser r von aussen oder innen berührt, ist 
ein zu K konzentrischer Kreis mit dem Halbmesser 
r + ^ oder r — (>, bezw. q — r. 

C. Der geometrische r t für die Spitzen aller 
Dreiecke auf derselben Seite über der gemeinsamen 
Grundlinie a mit 

14. demselben Winkel a an der Spitze, ist der Kreis- 
bogen über a, welcher den Winkel « fasst; 

15. dem gleichen Inhalt, ist eine Parallele zur 
Grundlinie ; 

16. demselben Verhältnis m : n für die Seiten b und c 
ist ein Halbkreis über der Strecke zwischen den beiden 
Punkten, welche a innerlich und äusserlich im Verhält- 
nis m : n teilen (Satz des Apollonius). 



§ 47« Besondere Linien nnd Punkte am Dreieck« 

In einem Dreieck schneiden sich 

1. die Mittellote zu den Seiten in einem 
Punkt, der von den Ecken gleiche Entfernungen hat 
(Umkreismittelpunkt 0); 

2. die Halbierungslinien der Winkel in 
einem Punkt, der von den Seiten gleiche Entfernungen 
hat (Inkreismittelpunkt M) ; desgleichen die Hal- 
bierungslinie eines Winkels und die der beiden Ausson- 
winkel an der Gegenseite (Ankreismittelpunkte 
M^, M,, M3); 

3^ <iiö Sphwerlinieu (Seitenhalbierende Traus-. 
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versalen) in einem Funkt und teilen sich gegenseitig 
im Verhältnis 2:1 (Schwerpunkt S); 

4. die Höhen in einem Funkt (Höhenschnitt- 
punkt H). 

In einem Dreieck liegen: 

5. Der Höhenschnittpunkt, der Schwerpunkt und 
der TJmkreismittelpunkt in gerader Linie, und es ist 
hiebei HS:S0 = 2:1; 

6. die drei Fusspunkte der Höhen, die drei Hal- 
bierungspunkte der Seiten und die drei Halbierungs- 
punkte der oberen Höhenabschnitte auf einem Kreis 
(Feuerbach scher Kreis). 

§ 48. Harmonische Teilnng. 

1. Wenn die Strecke A B durch die Punkte F und 
Q innerlich bezw. äusserlich nach demselben Verhältnis 
geteilt ist^ dann heissen A^ B, F, Q harmonische 
Funkte; A und B, ebenso F und Q heissen zu- 
geordnet. — FQ wird ebenfalls durch A und B in 
gleichem Verhältnis geteilt. 

2. Gehen die Strahlen eines Büschels durch vier 
harmonische Funkte, so heisst dasselbe ein harmo- 
nisches Büschel; je zwei Strahlen, welche durch 
zwei zugeordnete Funkte gehen, heissen selbst zu- 
geordnet. 

3. Zu einem Teilpunkt einer Strecke giebt es nur 
einen harmonisch zugeordneten Funkt; zu einem Teil- 
strahl eines Winkels giebt es nur einen harmonisch zu- 
geordneten Strahl. 

4. Der zum Halbierungspunkt einer Strecke (in 
Bezug auf die Endpunkte) harmonisch zugeordnete Funkt 
ist der unendlich ferne Funkt; der zur Halbierungs- 
linie eines Winkels in Bezug auf die Schenkel harmo- 
nisch zugeordnete Strahl ist das Lot zur Halbierungslinie. 
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5. a) AVenn man zu einem Strahl eines har- 

monischen Büschels eine Parallele 
zieht, so wird das Stück derselben 
zwischen dem andern Paar zugeord- 
neter Strahlen von dem zum ersten zu- 
geordneten Strahl halbiert. (Bestim- 
mung des 4. harmonischen Elementes zu 3 ge- 
gebenen.) 
b) Umgekehrt : Werden durch drei Strahlen eines 
Büschels auf einer Geraden gleiche Strecken 
abgeschnitten und ist der 4. Strahl dieser 
Geraden parallel, so bilden die vier Strahlen 
ein harmonisches Büschel. 

6. Jede Gerade schneidet ein harmonisches 
Büschel in harmonischen Punkten. 

7. In einer Nebenecke eines vollständigen Vier- 
ecks wird der Winkel zweier Gegenseiten durch die 
Strahlen nach den andern Nebenecken harmonisch geteilt. 

8. Auf einer Nebenseite eines vollständigen 
Vierseits wird der Abstand zweier Gegenecken durch 
die andern Nebenseiten harmonisch geteilt. 

9. Harmonische Proportion, harmonisches Mittel 

S. § 11 10, 11. 

10. Ist M Halbierungspunkt der durch P und Q 
harmonisch geteilten Strecke AB, so ist: 

AM^ = MP.MQ. 

§ 49. Kreispolaren. 

1. Sind A, B, P, Q vier harmonische Punkte und 
beschreibt man über der Entfernung A B des einen zu- 
geordneten Paares als Durchmesser einen Kreis und 
errichtet in P ein Lot auf AB, so heisst dieses Lot 

B ü r k 1 e n , Formelsammlmig. 6 . 
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die Polare voq Q in Beziehung auf den Kreis. — 
Ebenso ist das Lot in Q die Polare von P; P und Q 
heissen zugeordnetePole, 

2. Die Berührungssehne der von einem Punkt 
an einen Kreis gezogenen Tangenten ist Polare jenes 
Punktes. — Eine Tangente ist Polare ihres Berührungs- 
punktes. — Die Polare des Mittelpunktes ist die un- 
endlich ferne Gerade und der Pol eines Durchmessers 
ist ein unendlich ferner Punkt. 

3. Die Polaren aller Punkte einer Geraden 
schneiden sich in einem Punkt, dem Pole 
dieser Geraden, 

4. Die Pole aller durch einen Punkt gehen- 
den Geraden liegen auf einer Geraden, der 
Polaren dieses Punktes. 

5. Die Polare des Schnittpunktes zweier Geraden 
ist die Verbindungslinie der Pole derselben. 

6. Der Pol der Verbindungslinie zweier Punkte ist 
der Schnittpunkt der Polaren derselben. 

7. Jede durch einen Punkt gehende Sekante wird 
durch diesen, durch seine Polare und die Kreislinie 
harmonisch geteilt. 

8. In jedem Sehnenviereck ist eine Nebenecke 
der Pol zur Verbindungslinie der beiden andern Neben- 
ecken, 

9. In jedem Tangentenvierseit ist eine Neben- 
seite die Polare zum Schnittpunkt der beiden andern 
Nebenseiten, 

§ 50. Ceva«, Menelaos^^ Pascal-, Brianclioii-Satz. 

1. Satz des Ceva: Schneiden sich drei Eck- 
transversalen eines Dreiecks in einem Punkt innerhalb 
oder ausserhalb eines Dreiecks, so ist das Produkt dreier 
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nicht aneinanderliegender Seitenabschnitte gleich dem 
Produkt der drei andern. — (Umkehrung.) 

2. Satz des Menelaos: Schneidet eine Trans- 
versale eines Dreiecks die drei Seiten oder ihre Ver- 
längerungen, so ist das Produkt dreier nicht aneinander 
liegender Seitenabschnitte gleich dem Produkt der drei 
andern. — (Umkehrung.) 

3. Satz des Pascal: Die drei Schnittpunkte je 
zweier Gegenseiten eines Sehnensechsecks liegen in einer 
Geraden. 

4. Satz des Brianchon: Die drei Verbindungs- 
linien je zweier Gegenecken eines Tangentensechsecks 
schneiden sich in einem Punkt. 



§ 51. AehnlicUMt^pnnkte, Potenzlinien (Chordalen). 

1. Zieht man in zwei Kreisen zwei gegenläufige 
oder gleichläufige parallele Halbmesser, so geht die Ver- 
bindungslinie der Endpunkte jedes Paares stets für sich 
durch denselben festen Punkt. Diese beiden Punkte 
teilen die Centrale innerlich und äusserlich im Verhält- 
nis der Halbmesser ; sie heissen innerer bez w. ä u s s e- 
rerAehnlichkeitspunkt. 

2. Satz des Monge: Die drei äusseren Aehnlich- 
keitspunkte dreier Kreise, ebenso je zwei innere und 
ein äusserer liegen auf einer Geraden (Aehnlich- 
ke i t s a c h s e.) 

3. Die Potenzlinie zweier Kreise (d.h. die gerade 
Linie deren sämtliche Punkte in Bezug auf zwei Kreise 
gleiche Potenz haben^ s. § 42, i2aO steht senkrecht auf 
der Centrale. "Wenn gemeinschaftliche, gleichartige 
Tangenten vorhanden sind, halbiert sie dieselben; schnei- 
den oder berühren sich die Kreise, so ist die Potenz- 
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linie gemeinschaftliche Sekante oder Tangente im Be- 
rührungspunkt; sind die Kreise konzentrisch, so liegt 
sie in unendlicher Entfernung. Die von einem Punkt 
der Fotenzlinie an die beiden Kreise gezogenen Tangeu- 
ten sind einander gleich. 

4. Die Potenzlinien je zweier von drei gegebenen 
Kreisen schneiden sich in einem Punkt, dem Potenz- 
oder Chordalpunkt derselben, oder sie sind parallel. 



Stereometrie. 

§ 52. Gerade Linien und Ebenen. 

1. a) Eine Gerade ist einer Ebene parallel, wenn 

sie einer in der Ebene liegenden Geraden 
parallel ist. 

b) Ist eine Gerade einer Ebene parallel, so 
schneidet jede durch die Gerade gelegte Ebene 
die erste Ebene in einer parallelen Geraden. 

c) Ist eine Gerade einer Ebene parallel und zieht 
man durch einen Punkt der Ebene eine Pa- 
rallele zu der Geraden, so fällt die Gerade 
ganz in die Ebene hinein. 

2. a) Legt man durch jede von zwei Parallelen eine 

Ebene, welche die andere schneidet, so ist die 
Schnittlinie der beiden Ebenen den beiden 
Geraden parallel, 
b) Sind zwei Geraden einer dritten parallel, so 
sind sie einander selbst parallel. 

3. Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten 
geschnitten^ so sind die Schnittlinien parallel. 

4. Sind die Schenkel zweier "Winkel parallel, so 
sind auch ihre Ebenen parallel. 

5. Sind die Schenkel zweier Winkel parallel und 
beide Paare gleichläufig oder beide gegenläufig, so sind 
die Winkel gleich ; ist das eine Schenkelpaar gleich-, 
das andere gegenläufig, so sind die Winkel supplementär. 

6. Sind zwei Ebenen einer dritten parallel, so sind 
sie einander selbst parallel. 
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7. a) Steht eine Gerade zu zwei Geraden eiaer 

Ebene senkrecht^ so steht sie auf allen in 
der Ebene liegenden Geraden senkrecht, d. h, 
sie ist senkrecht zur Ebene, 
b) Alle Geraden, welche in demselben Punkt 
zu einer Geraden senkrecht sind, liegen in 
einer Ebene, die senkrecht ist zu der Geraden. 

8. Zu einer Ebene lässt sich durch einen Punkt 
auf oder ausserhalb derselben nur ein Lot ziehen. 

9. Zu einer Geraden lässt sich durch einen auf oder 
ausserhalb derselben gelegenen Punkt nur eine senk- 
rechte Ebene legen. 

10. a) Jede Ebene durch ein Lot zu einer Ebene 

ist zu dieser Ebene senkrecht. 

b) Eine Gerade, welche innerhalb einer von 
zwei zu einander senkrechten Ebenen senk- 
recht zu deren Schnittlinie ist^ ist auch senk- 
recht zur andern Ebene. 

c) Eine Gerade, welche senkrecht zu einer von 
zwei senkrechten Ebenen ist, fällt ganz in 
die andere oder ist ihr parallel. 

d) Sind zwei sich schneidende Ebenen senk- 
recht zu einer dritten, so ist auch ihre Schnitt- 
linie senkrecht zur dritten, 

11. Ist ein Winkel, dessen einer Schenkel in der 
Projektionsebene liegt ein R, so ist auch der Winkel 
selbst ein E-; umgekehrt ist die Projektion ein R, so 
ist der Winkel selbst ein R. 

12. a) Stehen zwei Geraden auf derselben Ebene 

senkrecht, so sind sie parallel. 
b) Ist die eine von zwei parallelen Geraden 
senkrecht zu einer Ebene, so ist es auch die 
andere. 
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13. a) Stehen zwei Ebenen auf derselben Geraden 

senkrecht, so sind sie parallel, 
b) Ist die eine von zwei parallelen Ebenen zu 
einer Geraden senkrecht, so ist es auch 
die andere. 

14. Das Lot von einem Punkt auf eine Ebene ist 
die kürzeste Strecke zwischen Punkt und Ebene und 
umgekehrt. 

15. Diejenigen Strecken zwischen einer Ebene und 
einem Punkt ausserhalb derselben sind einander gleich^ 
deren Endpunkte von der Projektion des ersten Punktes 
gleichweit entfernt sind und umgekehrt. 

Die gleichen Strecken machen mit der Ebene gleiche 
Winkel und umgekehrt. 

16. Von zwei von einem Punkt nach einer Ebene 
gezogenen Strecken ist diejenige die kleinere, deren 
Endpunkt näher bei der Projektion jenes Punktes 
liegt und umgekehrt. 

Die kleinere der Strecken macht mit der Ebene 
den grösseren Winkel und umgekehrt. 

17. Der Neigungswinkel einer Geraden gegen eine 
Ebene ist kleiner als der Winkel der Geraden mit 
irgend einer Geraden in der Ebene. 

18. Alle parallelen Strecken zwischen zwei parallelen 
Ebenen sind gleich und machen mit derselben Ebene 
gleiche Winkel. 

19. Die kürzeste Strecke zwischen zwei windsoMefen 
Geraden ist diejenige, die auf beiden Geraden senk- 
recht steht. 

20. Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten 
geschnitten, so sind: 

a) entsprechende Keile/j 

b) innere 'Wechselkeile > einander gleich, 

c) äussere ,, J 
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und (1) innere Gesenkeile ^ , . 

< .. ° I betraflen zusammen 

e) äussere „ > « i.x xr -i 

*\ • i-x -nr 1 n -1 I 2 rechte Keile. 

I) gemischte Wechselkeile ) 

Jeder der sechs Sätze ist umkehrbar. 

§ 58. KugeU, Cylinder-, Kegelflache. 

A. Lagebeziehungen. 

1. Ein Punkt liegt innerhalb, auf^ ausserhalb einer 
Kugel, eine Gerade und ebenso eine Ebene schneidet, 
berührt, liegt ganz ausserhalb der Kugel, je nachdem der 

Mittelpunktsabstand = r ist : (r Halbm.) 

2. Ein Punkt und ebenso eine zur Achse parallele 
Gerade liegt innerhalb^ auf, ausserhalb einer Cylinder- 
fläche^ eine zur Achse nicht parallele Gerade und eine 
zur Achse parallele Ebene schneidet, berührt sie, trifft 

sie nicht, je nach dem der Abstand von der Achse = r 

ist. (r Grund kreishalbm.) 

3. Eine durch die Spitze eines Kegels gehende Ge- 
rade liegt innerhalb, auf, ausserhalb einer Kegelfläche, 
eine durch die Spitze gehende Ebene schneidet^ be- 
rührt sie, trifft sie nicht, je nachdem der Winkel der 

Geraden oder der Ebene mit der Achse = der erzeu- 

> 

gende Winkel a ist. 

4. Eine Ebene welche eine Kugel schneidet, schnei- 
det sie in einer Kreislinie. — Eine zur Achse parallele 
Schnittebene einer Cylinderfläche schneidet diese in zwei 
zur Achse parallelen Mantellinien. — Eine durch die 
Spitze eines Kegels gehende Schnittebene schneidet die 
Kegelfläche in zwei Mantellinien. 

5. Eine Berührungsebene an eine Kugel ist (u. a.) 
bestimmt durch zwei Taugenten, eine Berührungsebene 
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an eine Cylinder- und ebenso an eine Kegelfläche ist 
bestimmt durch Berührungsmantellinie und Grundkreis- 
tangente. 

6. Das Lot vom Kugelmittelpunkt auf eine Kreis- 
ebene, Berührungsebene, Sehne der Kugel geht bezw. 
durch den Kreismittelpunkt, Berührungspunkt, Halbie- 
rungspunkt derselben. 

TJmkehrungen. 

7. Zwei Kugeln berühren sich, wenn sie einen 
Punkt der Centrale gemeinschaftlich haben und um- 
gekehrt. 

Die Centrale zweier sich berührender Kugeln ist 
gleich der Summe oder gleich der Diff'erenz der Halb- 
messer. 

8. Ein Punkt der Kugelfläche ist Pol eines Kugel- 
kreises^ wenn er von drei Punkten desselben gleiche 
sphärische Entfernungen hat; er ist Pol eines Gross- 
kreises; wenn er von zwei Punkten desselben sphärische 
Entfernungen von 90** hat 

B. Grössenbeziehungen. 

9. Der Grosskreisbogen ist die kürzeste Linie zwi- 
schen zwei Punkten auf der Kugelfläche. 

10. Ist ein sphärisches Dreick Polardreieck zu 
einem zweiten, so ist auch das zweite Polardreieck 
zum ersten. 

11. Die Bogengrade der Seiten eines sphärischen 
Dreiecksergänzen die Winkelgrade der entsprechenden 
Winkel des Polardreiecks und die "Winkelgrade des 
sphärischen Dreiecks ergänzen die Bogengrade der ent- 
sprechenden Seiten des Polardreiecks zu 180®. 

(Nr. 10 und 11 gelten ebenso für Dreikant und 
Polardreikant.) 
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12. Zwei spkärisctie Dreiecke gleicher Kageln oder 
zwei Dreikante sind entsprechend gleich, wenn 

a) zwei Seiten and der eingeschlossene Winkel, 

b) eine Seite und zwei anliegende Winkel, 

c) die drei Seiten, 

d) die drei Winkel, 

e) zwei Seiten und der Gegenwinkel der einen 
gleich sind und der Gegenwinkel der andern 

in beiden zugleich = 90* ist, 

f) zwei Winkel und die Gegenseite des einen 
gleich sind und die Gegenseite des andern in 

beiden zugleich = 90^ ist. 

13. In jedem sphärischen Dreieck und jedem Dreikant 

a) liegen gleichen Seiten gleiche Winkel gegen- 
über and umgekehrt, 

b) liegt dem grösseren Winkel die grössere Seite 
gegenüber und umgekehrt, 

c) sind zwei Seiten zusammen grösser als die 
dritte, 

d) sind zwei Winkel zusammen kleiner als der 
um 2 B. vermehrte dritte, 

e) ist, wenn die Summe zweier Seiten ^ 180% 

auch die Summe der Gegenwinkel ^ 180* und 

umgekehrt. 

14. Ein sphärisches Zweieck verhält sich zur Kugel- 
oberfläche wie sein Winkel zu 4 B.; oder 

sphär. Zwei eck = 2 R^arc a 

15. Der Inhalt des sphärischen Dreiecks verhält sich 

zur Kugeloberfläche wie der sphärische lExzess zu 8 R; 

oder 

sphär. Dreieck = R'arc (a + ß + y^2'R) 
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16. In einem sphärischen Dreieck liegt 

a) die Summe der Winkel zwischen 2 E» und 6 R 

b) „ „ „ Seiten „ und 4:R. 



§ 54« Geometrische Oerter. 

1. Eine um Punkt A mit dem Halbmesser r be- 
schriebene Kugel ist geometrischer Ort 

a) für jeden Punkt, der von A den Abstand r hat, 

b) „ jede Gerade, die „ „ 

c) „ „ Ebene, „ „ ^ 

d) „ den Mittelpunkt jeder Kugel vom Halb- 
messer r, die durch A geht. 

2. Eine um die Gerade L als Achse mit dem Grund- 
kreishalbmesser r beschriebene Cylinderfläche ist 
geometrischer Ort 

a) für jeden Punkt, der von L den Abstand r hat, 

b) „ jede Gerade, die „ „ „ „ „ „ 
^) i> » Jiibene^ ,, ,, „ ,, „ „ ,, 
d) „ den Mittelpunkt jeder Kugel vom Halb- 
messer r, die L berührt. 

3. Eine Kegelfläche mit der Achse L; der Spitze A 
und dem erzeugenden Winkel a ist geometri- 
scher Ort 

a) für jede durch A gehende Gerade, welche mit L 
den Winkel a bildet, 

b) für jede durch A gehende Ebene, welche mit L 
den Winkel a bildet, 

c) für jede durch A gehende EbenC; welche mit 
einer zu L senkrechten Ebene den Winkel 
E, — a bildet. 

4. Eine zu einer Ebene E im Abstand r auf einer 
Seite derselben parallel gelegte Ebene ist geo- 
metrischer Ori 
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a) für jeden Fankt auf dieser Seite, der von E 
den Abstand r hat, 

b) für jede parallele Gerade auf dieser Seite, die 
Yon E den Abstand r hat, 

c) für den Mittelpunkt jeder Kugel auf dieser 
Seite^ die E berührt und den Halbmesser r hat^ 

d) für die Achse jedes Cylinders auf dieser Seite, 
der den Grundkreishalbmesser r hat und !E 
berührt. 

5. Die Mittellotebene zu einer Strecke AB ist 
geometrischer Ort 

a) für jeden Punkt, der von A und B gleiche 
Entfernungen hat, 

b) für jede Gerade, die von A und B gleiche 
Entfernungen hat und mit A B einen rechten 
Winkel bildet, 

c) den Mittelpunkt jeder Kugel die durch A 
und B geht. 

6. Die Mittellotebene zu einem "Winkel ABC ist 
geometrischer Ort 

a) für jeden Punkt, der von den Schenkeln 
gleichen Abstand hat, 

b) für jede durch B gehende Gerade, die mit 
den Schenkeln gleiche Winkel bildet, 

c) für den Mittelpunkt jeder Kugel, welche beide 
Schenkel berührt. 

7. Die Halbierungsebene eines Keils (M Q) ist geo- 
metrischer Ort 

a) für jeden Punkt^ der von M und Q gleichen 
Abstand hat, 

b) für den Mittelpunkt jeder Kugel, welche M 
und Q berührt. 

8. Das Lot zur Ebene eines Dreiecks ABC im 
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TJmkreismittelpunkt desselben ist geometri- 
scher Ort 

a) für jeden Punkt, der von A, B und C gleiche 
Abstände hat, 

b) für den Mittelpunkt jeder Kugel^ die durch 
A, B und C geht. 

9. Das Lot zur Ebene eines Dreiecks ABC im 
Inkreismittelpunkt oder einem Ankreismittel- 
punkt desselben ist geometrischer Ort 

a) für jeden Punkt, der von den drei Seiten 
gleiche Entfernungen hat^ 

b) für den Mittelpunkt jeder Kugel, welche die 
drei Seiten berührt. 

10. Die Schnittlinie der drei Mittellotebenen der 
Seiten eines Dreikants ist geometrischer Ort 

a) für jeden Punkt, der von den drei Kanten 
gleiche Abstände hat, 

b) für den Mittelpunkt jeder Kugel, welche die 
drei Kanten berührt. Die Schnittlinie ist 
Achse des dem Dreikant umbeschriebenen 
Kegels. 

11. Die Schnittlinie der Halbierungsebenen der drei 
Keile eines Dreikants ist geometrischer Ort 

a) für jeden Punkt, der von den drei Seiten- 
flächen gleichen Abstand hat, 

b) für den Mittelpunkt jeder Kugel, welche die 
drei Seitenflächen berührt. 

Die Schnittlinie ist Achse des dem Dreikant ein- 
beschriebenen Kegels. 
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§ 55. Sätze fiber Polyeder. Formeln fflr Oberflächen, 

Banminlialt. 

A. Allgemeine Sätze. 

!• Eulers Satz: Bei jedem Vielflächner ist die 
Summe der Anzahl der Ecken und Flächen um 2 grösser 
als die Zahl der Kanten, 

E + F = K + 2. 

2. Die Anzahl der Kanten ist halh so gross als 
die der Winkel, 

K = lw. 

3. Ein Parallelschnitt einer Pyramide ist ein 
der Grundfläche ähnliches Vieleck und es verhält sich 
der Inhalt des Parallelschnittes zu dem der Grrundfläche 
wie die Quadrate ihrer Entfernungen oder derjenigen 
entsprechender Ecken von der Spitze der Pyramide. 

4. Satz des Cavalieri: Haben zwei Körper 
gleiche Höhe und gleiche Grundflächen und sind alle 
Parallelschnitte, die in denselben Entfernungen von den 
entsprechenden Grundflächen gelegt sind, einander gleich, 
so sind die Körper selbst inhaltsgleich. 

5. Aehnliche Körper verhalten sich der Oberfläche 
nach wie die Quadrate, dem Inhalt nach wie die Kuben 
entsprechender Längen. 

B. Berechnungen. 

M Mantel, Oberfläche, G Grundfläche, Q Quer- 
schnitt, h Höhe, r Grundkreishalbmesser, R Kugel- 
halbmesser, a, b, c Kanten, s Mantellinie, S Mittelschnitt, 
V Rauminhalt. 

6. Quader. = 2 (ab + bc + ca) 

V = 3abc 

7. Prisma. V = G.h = Qs 
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8. Pyramide. V=G.-^ 

o 

9. Cylinder. M = 2r;rh 

= 2r;r(h + r) 

Für den Hohlcylinder 

V = (r*-r,*)^h 

10. Kegel. M=r;rs 

= r ;r (s -|- r) 

6 

11. Pyramidenrumpf. 

12. Kegel rümpf. 

M = (r + rj)7FS==2p;ih 
(p Mittellot zur Mantellinie bis zur Acbse.) 

— ^ n , _ _ 

V=3-(r'+rr. + r/) 

13. Prismatoid. 

14. Scbief abgeschnittenes dreiseit. Prisma. 

15. Kugel. = 4R^;r 

3 
Kugelzone. = 2E,7rh 

V=^(3r'+3r.'+h") 
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Kugelabschnitt, 

= 2ß;rh=z:(r« + h«);r 

Kugelausschnitt. 

V=|^R«;rh 

Kugelkeil. ^=-2TÖ 

16. Guldins Sätze, a) Die Oberfläche einer Dreh- 
fläche ist gleich dem Produkt aus der Länge der er- 
zeugenden Linie und dem Wege des Schwerpunkts der- 
selben. 

Besteht die Erzeugende aus den Teilen 1^,12,13...., 
deren Schwerpunkte die Abstände s^, s^, Sg . • . . von 
der Achse haben^ während der Abstand des Gesamt- 
schwerpunktes der Erzeugenden s ist, so ist 

sG, +12 + 13 + --/ = 81 11+ 82^2 + 8313 + -; •• 
b) Der Inhalt eines Drehkörpers ist gleich dem 

Produkt aus dem Inhalt der erzeugenden Fläche und 

dem Weg des Schwerpunktes derselben. 

Zerlegt man die erzeugende Fläche i in die Teile ij , 

l^jig... und sind die Achsenabstände der Schwerpunkte 

der ganzen Fläche und der Teile s, s^, s^^ Sg . . . ., so ist 

si = 8, ij + Sa i^ + 83 ig + 

17. Regelmässige Körper. R Halbmesser der 
umbeschriebenen, r derjenige der einbeschriebenen Kugel, 
a Kante. 

Tetraeder. R = ^f&] r = ^V^; 

= aM3; V=:|^|/"2. 
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Würfel. ß = -|-/3'; r = -|-; 

= 6a'; V = a«. 
Oktaeder. R = -^f2; r = -^j/G; 

Dodekaeder. R = -^(1 +Yb)f3] 



50+2^15 ^ ^ ^^g 3g, ^^^ gg.. 



a-i/ 

= 3 a' ]/5(5 + 2y5); 

V = — ^ = 4 F . r (F Seitenfläche) 

= -^ (15 + 7 /Ö) = 5 a* ctg« 36^ cos 36^ 
Isokaeder. E = — |/2(5 4-y5); 

''■" 2 r 6 ~ 4 • yT 

2 a cos' 36° 

= 5a«y"3] 

^ 20.F.r 5a^^ ^, 

V = — 3— =3^(3 + /5); 

= ^ cos« 30». 



B ü r k 1 e n , Formelsammlung. 
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L Goniometrie. 

1. Erklärang der Fanktionen. 

a) Am rechtwinkligen I>reieck (a Hypotenuse, 
b und c Katheten.) 

b b a 

a 

OAi* Q - 



Bin ß= , 
'^ a ' 



c 

c c 

coB^ = -— ; ctg^ = 



sec 3 = 




b) Am Koordinatensystem (r Fahrstrahl, x und y 
Abscisse und Ordinate.) 



I 
i 



y X y 

8ma=— -; tgo = — ; 
r X 



cos a = — ; ctg a 



Funktionen einfacher Winkel. 
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Der sin hat das Vorzeichen der Ordinate, 
der cos das der Abscisse^ tg und ctg haben 
gleiches Vorzeichen. 

c) Vorzeichen in den vier Quadranten: 





sin 


COS 


tg 


ctg 


I. 


1 

+ 


+ 




-- 


IL 


+ 


— 




— 


TU. 





— 


-- 


-- 


IV. 


— 


+ 


— 


— 



2. 


— a 


R — a 


R + a 


2R — a 


2R + a 


sin 


— sina 


cosa 


cos a 


sina 


— sina 


cos 


cos a 


sina 


— sina 


— cosa 


— cosa 


tg 


— tga 


ctga 


— ctga 


— tga 


+ tga 


ctg 


— ctg« 


tga 


— tga 


— ctga 


+ ctga 




3R — a 


3R + « 


4nR + a 






sin 


— cosa 


— cosa 


sin (+ a) 






cos 


— sina 


+ sina 


cos (+ a) 






tg 


1 + ctg a 


— ctga 


tg (+ a) 






ctg 


+ tga 


— tga 


ctg (+ a) 




j 



■< J J 

' J ' 

' i 1 
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3. Grenzwerte und besondere Werte: 





\ 0* 


90* 


180« 


270» 


45* i 

1 


30» 


60* 


sin 





1 





— 1 


i>i 


1 
2 


2V3 


cos 


1 





— 1 





in 


2^3 


1 
2 


tg 





oo 





— CD 


1 


3»^^ 


ys 


ctg 


00 





00 





1 


>"3 


3V3 
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4. Zusammenhang der Funktionen: 

sina 1 



tga = 
ct9a = 



COS a ctg a 
cos a _ 1 
sin a tga 



ig a . ctg a = l 



l + tg»a = 



cos'a 





sin a 


cos a 


tga 


ctg a 








tga 


1 


sina 


Vl — cos'a 


V 1 + tg« a 


Vl+ctg»a 








1 


ctga 


cosa 


Vi — sin' a 


Vl + tg«a 


Vl+ctg'a 




sin a 






1 


tga — 


Vi — cos'a 
cos a 


Vi sin"a 


ctga 






cos a 


1 
tga 


» 


ctga — 


Vi — sin'a 


sin a 


Vi — cos*a 




fi-si/t'cß 



cosa 



ctga 
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1. 



a) 



§ 57. Fonktionen zasammengesetzter Winkel. 

sin {a-\-ß) = sin aC09ß-j- cos a sin ß 
eos {a-{-ß)=z cos a cos /? =)I sin a sin ß 

4 / . M ^a + t^ß 



b) 



ctg(a + ^) = 



1 + tgatg/? 

Ctgr a ctg /9 4: 1 

ctg ß + eiga 



8in2a = 2sinacosa; sina = 28in— -cos— - 

z 2 

cos 2 a = cos* a — sin" a; cos a = cos*-— — sin"-^ 



2 tir a , "2 

ctir*-^— 1 
ctg 2 a == -5—7 ; ctg o = 

2 cos* a = 1 + cos 2 a ; 2 cos" -^ = 1 + cos a 
c) i 2 sin* a = 1 — cos 2 a ; 2 sin* -^ = 1 — cos a 



tga = |/^ 



— cos 2 a sin 2 a 1 — cos 2 a 



4- COS 2 a 14- cos 2 a sin 2 a 



^^ f 8in8a = 8sina — 4sln'a 
l cos 8 a = 4 cos* a — 8 cos a. 



Formeln über das schiefwinklige Dreieck. 103 
2. TJmformungvon Summen undDifferenzen. 
sin a + sin ß = 2 sin ^^ cos ^T 



a) 



sin a — sin /? = 2 cos ^ ^ sin " ^ 

«4- /? a — ß 
cosa + cos/? = 2co8— ^ cos — g-^ 

cosa — cos/? = — 28in^^i^sin ^"Z 

( COS a -f sin a = ft. sIn (45* + a) 
cos a — sin a = }^. cos (46' + a) 
1 + tga 



I ctg g + 1 _ 
^ ctir a — 1 



= tg(45+a) 
ctg (46» -a) 



ctg 
l ctg o — tg a = 2 ctg 2 a. 

II. Das Dreieck etc. 

§ 58« Formeln Aber das schiefwinklige Dreieck« 

a + ^+y = 2E; f + |- + f = 1^ 
sin (i^ + y) = sin (2 R — a) = sin a 



cos (/?+/)= cos (2 R — a) = — cos a 

sin — 2- = sin ^ - ^J = cos- 

ß + 7 (t> ^\ • " 

cos — ^r-^ = cos I B, — "x I = sm 



2 — V" 2/ 2 

2. a : b : c = sin a : sin /? : sin /• (Sinussatz.) 
a sin ß = b sin a = h" 
b sin y = c sin ß = ]i (Höhenformel .) 
c sin a = a sin 7 = h'. 



{ 
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= -7-::=-r— = 2r 



sina sin/? sin/ 
a = 2 r sin a 
b = 2rsin/? 
c = 2 r sin y. 

3. r a r= b cos V + c cos ß 



(Sehnenformel.) 



{a r= D cos Y + c cos ß 
b = c cos a + a cos y (Projektionssatz.] 
c = a cos /? 4- b cos ce. 



4. 



b + c 
b-c 



c + a 
c — a 



a + b 
a-b 



ß + 






2 



tg 
tg 

tg 



y — a 



a — ß 



(Neper'sche Gleichgn.) 
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a ß — y 

5. (b-|-c)sin— =acos— r— 

(c-f a)sin— =Pcos 

(a+b) sin|= c 008^ (Mollweide'sche 

,, . o . ß — y Gleichgn.) 

(b — c) cos — = a sin — r— 

(c — a) cos ■T-= b sm ^ ■ 

(a — b) cos — = c sin ^ 

6. Pythagoräischer Lehrsatz für das schiefwinklige 

Dreieck. 



{a* = b" + c" — 2 bc • cos a 
b* == c* + a" — 2 ca . cos ß 
c* = a* + b" — 2 ab . cos y. 



a* = b" + c" — 2 bc • cos a 
+ a" — 2 ca . cos /9 
-j-b" — 2ab.cosy. 

Folgerungen : 

(b + c)' — 4 b c cos^-^ 



a 

I (b + cj* — 4bccos"- 

2. a* = 



(b-c)«+4bcsin*4-- 



a-|-b + c = 2s 
— a4-b + c = 2(s--a) 



a — b + c = 2(s— -b) 
a + b — c = 2 (s — c). 



3. 



. a i/(s — b)(s— c) a i/s(s — a) 

''""T-^v — b^ — 5 ^o^Y^y -^y- '^ 

. ß •|/ (s~c)(s~a) ß i/ 8(s~b) 

sin--=l/-^^ — -] cos-^= l^ ; 

2 r ca ' 2 f ca ' 

7 _]/ (s"a)(s--b) ^ y __ l / s (s — c) 

^'""T-y — ^b — 5 <^««T-K~^b-- 
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4. 



sin a = T— l/s (s — a) (s — b) (s — c) 



8m/? = — }^s(s — a)(s — b)(s — c) 



5. 



siny = ^]/s(s — a)(s — b)(s — c). 
^2 f 8(8 — a) s — a 

. ß _]/ rs— c)(8-^^ _ g 

^^ 2 "f 8(8 — b) "" S — b 

®2 r s(s — c) 8 — c 

7. Inhalt, In- und Ankreishalbmesser. 

1. 2 J = a b sin 7 = b c sin a = c a sin ß. 
2 r* sin a sin ß sin y 

2. J = <! a^ 
4r • 



3. J = ys(s — a)(8 — b)(s — c) 

= ^ . 8 = (»1 (s — a) = (>^ (s — b) = ^3 (s — c). 

4. e'Qi '92-98 = J^- 

o 
(» = (s-a)tgy=:(s~b)tg-^-r:(s_c)tg-^ 

^•^ « j. ß Y 

^j = stgY; ^2 = stg — 5 ^3 = stg— . 

a ß . y 

^ = 4r sin — sin -y sin -^ 

^•^ a /? r 

s = 4r cos "ö" cos "ö" cos -g-. 
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§ 59« Berechnungen. 

I. Das rechtwinklige Dreieck, 

a Hypotenuse. 

1. Gegeben a, ß. 

b = a sin ß ; c = a cos ß. 

2. Gegeben b, ß. 

b 

a = -: — rt c = b ctg ß. 
sin ß ' ° 

3. Gegeben a, b. 

b ^ 

smß=z — , c = acos/? = b ctgjff; c = ya* — b^ 

4. Gegeben b, c. 

b b c , 

c sin ß cos ß^ ' ' 

2 J = b c = ab cos ß = ab sin y = bHg y. 

II. Das gleichschenklige Dreieck. 

1. Gegeben b, /?. 

a = 2bcos/?; h = b sin^. 

2. Gegeben a, a. 

i_ a a 

D = ;; ; h = -r- tfif ß. 

2 cosß' 2 ^ 

3. Gegeben a und b. 

a" 
2 J = b*sin a= -T-tg^. 

III. Das regelmässige Vieleck, 
1. Gegeben a. 

a . 180' 

r = -7- : sm 

2 n 
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a ^ 180^ 

T na' ^ 180^ 

2. Gegeben r. 

a = 2 r sm 

n 

180^ 

p = r cos 

^ n 

^ nr' . 360^ 

J = -T^ sm . 

2 n 

3. Gegeben ^. 

180° 
r = ^ : cos 



a = 2 ^ tg 
J = n ^* tg 



n 
180° 

n 
180° 

• 

n 



IV. Segment. 



r*7ra° r' 



Sektor = -^qq^ ^ "2~ ^^^ "* 



r' 



A = -TT sin a 

2 



r* /Tra» . \ r' , 
Segment = — I j^ — sin « I = "y (*^c « — s^^ «)• 

V. Das schiefwinklige Dreieck. 

1. Gegeben a, ß, y. 

, . V , asinß asiny 



sin a sm a 
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2. Gegeben, b, c, a. 
ß+Y T> a 

ß—y b— c ^+y 
^g-l-=b+7*g-^- 

ß+y , ß—y 

2 "^ 2 

ß+y ß-y 






a = 



b sin a 

sin ß 



(=yb^+c^— 2bc.cosa) 
3. Gegeben a, b, c. 



oder: 



b sina 



tgß = 

- c — b cos a 

b sin a c — b cos a 



& = 



sin/? 



cos ß 




B *-^ 



1. J==}^s(s — a)(s — b)(s — c). 

J 

2. ^= — . (2s = a + b+c). 

s 



2 s — a 
Proben: 1. (s — a)-|-(s — b)-|-(s — c)==s. 



3'*«^ = ^5 *«t = ^' '^2 a-c- 
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a • B y 

2. s.tg ytg ytg Y = e. 

4. Gegeben a, b, ß. 

a) b > a. 

a sin ß ^^_ 

1. sino = — y^; « < 90^ 

2. y = 180' - (« + ß). 
b sin y a sin y 



3. c = 



sin ß sm a 

asin ß 



b) b < a; sin a = , , 

hiebei a und 180° — a brauchbar, daher 2 Werte für c 

Cj = a cos /? + b cos a 
Cjj = a cos ß — b cos a. 



Sphärische Trigonometrie. 

§ 00. Das rechtwinklige sphärische Dreieck. 

I. Formeln (a Hypotenuse). 

(a, b, c). 



1. cos a = cos b cos c 

2. cos a ^ ctg ß ctg y 

3. cos /? = sin y cos b 
cos y = sin /J cos c, 

4. sin ß = 



sin 



7 = 



5. cos ß = 



sin a 
sin c 

sin a 
tgc 



(») ß^ r)- 

(A b, a). 



(ftc, a). 



tgb 

cos y = 7 — . 

^ tga 
tgb 
sine 
tgc 



6. igß = 



{ß, b, c). 



tg y = . 

° ' sm b 

7. Nepers Eegel. Der 
cos irgend eines der wie neben- 
stehend angeschriebenen Stücke 
ist gleich dem Produkt der sin 
der getrennten und gleich dem 
Produkt der ctg der anliegen- 
den Stücke. 

Hiedurch können die For- 
meln 1 — 6 mechanisch abgeleitet 
werden. 




^sc 



90Sd 
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II. Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks, 

1. Gegeben a, b. 

cosa 



1. cos c = 



cosb* 



tg b , tg c 

2. tfiß=z-^ — ; tgy= . , . 
° ^ sin c ' ° ' sin b 

2. Gegeben b, c. 

cos a = cos b cos c, 

tgb tgc 

tg Ä = — ; tg y = — — T". 

° ^ sm c ' ° ' sin b 

3. Gegeben a, ß. 

1. ctg y = cos a tg /?. 

2. tg c = tg a cos ß] tg b = tg a cos y. 

4. Gegeben b, ß. 

1. sin a = — : (zwei Werte für a). 

sm /? ^ 

2. ctg y = cos a tg ß, 

3. tg c = tg a cos ß, 

5. Gegeben b, y. 

tgb 

1. tg a = . 

° cos y 

2. tg c =: sin b tg y. 

3. cos /? = cos b sin y. 

6. Gegeben /?, y. 

1. cos a = ctg /? ctg y. 

cos jff 



2. cos b = 

3. cos c = 



smy 
cos y 
sin ß' 



Das schiefwinklige Dreieck. 
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Determ. Sind ß und y gleichartig, so muss ß + y > 90* 
und < 270* sein; sind ß und y ungleichartig, so muss 
ß — y oder y — ß < 90* sein (s. 53,13c. d). 



§ 61. Das schiefwinkligre Dreieck« 



I. 




II. 



III. 



IV. 



A. Pormeln. 

cos b cos c -|- sin b sin c cos a 
cos c cos a 4- sin c sin a cos ß 
cos a cos b -f- sin a sin b cos y 



a, b, c, a 
Cosinussatz. 



sin a : sin b : sin c = sin a : sin ß : sin y} 

sin a sin /9 = sin b sin a = li^' a, b, a, /? ; 

sin b »in y = sin c sin /? = h 

sin c sin a = sin a sin y = li' 



Sinussatz. 
a;b,Cja,/?; 



sin a cos ß r= cos b sin c — sin b' cos c cos a 
sin a cos y = cos c sin b — sin c cos b cos a 
sinb cosy=cosc sina — sine cosa cos/? 
sin b cos a = cos a sin c — sin a cos c cos ß 
sin c cos a= cosa sinb — sina cosb cosy 
sin c cos ß = cos b sin a — sin b cos a cos y. 



sin— sin— ^ = Bin— cos ^^^* a,b-fc,/?-fy5 



2 

a 



ß + r 



, ^ b + c a 

sin — cos — ^ = cos -^ cos 

A & a ^ Delambre*sche 



bezw. 
Gauss^sche 



a , b — c , a , /5 — y 
cos — sin -— = sin ^ sin "^-^ 

a b-c a,/9 + y Gleichungen 

cos — cos = cos -TT sin ' 

2 2 2 2 



B ü r k 1 e n , Formelsammlang. 
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Sphärische Trigonometrie. 



V. 



tg 



b + c 



ig 



a 



. b-c 



= 1« 



a 



tg^=ctg. 



ß — y 

2 



cos 



2 



cos 
sin 



ß + y 

2 



a, b + c, ^ + y, /?— j. 
a, /? + y, b+c, b — c 



sin 



cos 



ctg| . 



cos 
sin 



ß + y 

2 
b--c 

t Nepersefae 

b-f-e Gleichungen. 

b-c 



Bin 



b+c 
2 



VI. 



a + b + ct=2s. 



Bin 



sm 



sin 



2 

± 
2 

_Z. 
2 



cos 



cos 



cos 






2 
2 



sin (s — b) sin (s — c) 
sin b sin c 

sin (s — c) sin (s — a) 
sin c sin a 

sin (s — a) sin (s — b) 
sin a sin b 



sin s . sin (s — a) 
sin b sin c ^ 

sin s sin (s — b) 
sin c sin a ' 



a, &j b^ c 



sin s sin (s — c) 
sin a sin b 
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j sin a 

l 



VII. f S = ysln s • siu (s — a) sin (s — b) sin (s — c) 

2 S , 

a; a; b, c 



sin ß = 



sin b sin c 
2 S 



2 S 



IX. 



sin c sin a ' ^ sin a sin b* 

(S Eckensinus.) 



=f- 



YIII ( li = l/®*** (® ~ '^^ ®^" (® ~ '^^ *'"* ^^ ~~ ^) 

►in s 



1 



sin (g — a) 



Ctg — = j a, a, b, c 

ß sin (8 — b) y sin (s — c) 

ctg^ = j^ ; ctg- = 



k 



c = a + ß + y — 180* (sph. Exzess) 



s — a . 8 — b . s — c 
tsr-i;— tg 



2 



2 



o 



tg^tg-g- 

(L'Huilier'sche Gleichung.) 



III b) 



Ib) I cosa = 

COSß=: 

cosy = 

sin a cos b : 
sin a cos c = 
sin ß cos c : 
sin ß cos a : 
sin / cos a = 
sin y cos b : 



Polarformeln. 

— cosßcosy + sinßsinycosa; a, a, ß, y, 

— cos y cos a + sin y sin a cos b 

— cos a cos ß + sin a sin ß cos c. 

= cos /? sin y -|~ sin i^ cos ycosa; a,b, a, jff,y 

= cos y sin /? + sin y cos ß cos a 

= cos y sin a + sin y cos a cos b 

= cos a sin y + sin a cos y cos b 

= cos a sin /? + sin a cos /? cos c 

= cos ß sin a + sin ^ cos a cos c. 
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VII b) 



VIII b) 



IX b) 



Sphärische Trigonometrie. 

2 = y — cos a cos (g — a) cos (a — ß) cos (a 
siiia = 

sinb = 



— y); 



sin ß sin / ' 
sin j'Sin a' 



• sin c 



22 



sin a siu ß 



jL/ __1 /cos (o*— a) cos (or — j?) cos j a—y) 



=Y 



— COS a 



a cos (a— a) 






cos(q — /?) 



5 *&1 



c _C0S((7 — y) 



k' 



d = 360<^ — (a + b + c) (sph. Defekt) 



«(l-l>w 



d 

4 



^g^ 



(7 — a 



*gY*g-^ 



X. Sphärischer TJmkreishalbmesser R. 

sin a sinb sin c _ a b c 

-. — -. =: -: = 2 tff R COS — COS — COS ^r 

sm a Sin ß sm y 2 2 2 



ctff R = l/ cos (g— «) cos (a— ß) cos (g— y ) __ j^, 
^ r — cos (7 

XI. Sphärischer Inkreishalbmesser ^. 

1 / 8m(s — a) sin (s — b) sin (s — c) ^ ^ 
}l sin s 

XII. Inhalt des sphär. Dreiecks s. § 53 15. 
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B. Berechnungen. 

1. Gegeben a, b, c. . 

1. a+b+c=2s, s — a=..., s — b = ...^ s — c=... 



2. 



-t 



sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c) 



sm s 

a sin(s — a) ß sin(s — b) 

3. Ctg^ = -^; ctg 1 = -\-> 

y sin (s — c) 



Proben: 1. (s — a) + (s — b) + (s — c) = s 

2 



1 a ß y 1 

2. -; . ctg — . ctg — . ctg -- = -T- 



sm s *^ 2 

2. Gegeben a, ß^ y. 

1. 2<T=a+/?+y; (r--a = ..., er— /?=..., or— y= 

2. k'=s. Vlllb, 

a cos (a — a) 

3. tg -2" = p , u. s. w. 8. VIII b. 

Proben: 1. {a—a)-\-{a—^)-\-{a — y) = a 

1 X a b , c 1 

^•-^^•*ST-*^T-*^T^k^- 

3. Gegeben b, c, «. 



i.tg-v 



ß+y 



cos-?c-cos 



b~c 



Z 



. a b+c N 
sin-ö-cos— ^— 



(s. V.) 



a . b— c 
cosysm-^- 

2.tg-^-^ = 



Z- 



. a . b+c N' 



» 



3. 



sin -Q- sin— o 

Q-ß+z I ß-r 

'^— 2 2 
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Sphärische Trigonometrie. 



a 



Z oder N 



sm 



cos- 



4. { 



2 



a 



Z- 



N- 



sin -77- = — ö 

2 • ß— r 

sm "^ ' 



cos 



ß-Y 



2 7 2 
Ist nur a verlangt, dann dies aus I. 

4. Gegeben ß, Y? »• 

. a ß — y 

b + c «^^T^"^~2~ Z, ^, 



a 



cos 



cos 



ß + y N 



2 2 

a . ß — y 



2. tg 



, sm -^ sm - 

b — c 2 2 



Z- 



3. 



b = 



c =^ 



a . ß+r N'' 
cos Y sin —J' 

b+c b— c 

2 "^ 2 
b+c b—c 



2 



sm 



a 
cos -2" = 



Z- 



2 • 

oder = 



N 



cos 



b+c 



s. IV, oder 



b-c 



b-c* 



sm 



cos 



2 7" 2 
Ist nur a verlangt, dann dieses aus Ib. 
5. Gegeben a, b, a, 

sin b sin a 

1. sm ß = ; . 

sina «-i-ß 

c a + b 2 _ 

2. tg— = tg —^r— . oder 



cos 



a — ß 
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. « + ß 
, sm — -' — 
a — b 2 

= tg-^-7-T=:i(8.V). 

sin— — 

a — b 

Y « + ß *'*'* 2 
3. tg^=ctg— 2— . ^^p^ 

cos— 2— 

. a-b 

= "*« — 2— ■— 1H=T" 

sm— 2— 

Determination. Für ß ergeben sich aus 1. im 
allgemeinen zwei Werte. Bei der Bestimmung ist zu 
berücksichtigen, dass 

wenn a =b, danna = ß 

und a + b ^ 180% dann a + ß ^ 180*^ 

(s. § 53, 13 b und e). 
6. Gegeben a, ß, a. 

sin a sin ß 



1. sin b = 



sin a 



c 
3. tg — = s. 5,2. 

Determination s. ebenfalls vorige Aufgabe. 

Anmerkung. Die Aufgaben 2, 4, 6 sind die 
Folarfälle zu den Aufgaben 1, 3. 5 ; ihre Lösung kann 
daher durch Uebergang auf das Polardreieck auf die 
Lösung der Aufgaben 1, 3, 5 zurückgeführt werden. 



Mathematische Geographie. 

I. Beobachtangsmittel. 

§ 02. Koordinatensysteme. 

A) Zenitlinie, Horizont. 

1. Zenitlinie = Vertikallinie durch den Be- 
obachtungsort; ihre Schnittpunkte mit der Himmels- 
kugel heissen Zenit (Scheitelpunkt) und Nadir (Fuss- 
punkt). 

2. Horizont (wahrer Horizont), die durch den 
Erdmittelpunkt senkrecht zur Zenitlinie gelegte Ebene; 
scheinbarer Horizont = Berührungsebene an die 
Erdkugel im Beobachtungsort; scheinbarer Horizont 
parallel dem wahren. — (Horizontalkreise senkrecht 
zur Zenitlinie. 

3) Ost- und Westpunkt, Schnittpunkte des 
Horizonts mit dem Himmelsäquator (s. B); Süd- und 
Nordpunkt je um 90® vom Ost- und Westpunkt ab- 
stehend, Mittagslinie verbindet diese beiden. 

4. Yertikalkreise (Höhenkreise), Schnittkreise 
der durch die Zenitlinie gelegten Ebenen mit der 
Himmelskugel, sie sind senkrecht zum Horizont; erster 
Vertikal geht durch Ost- und Westpunkt. 

B) Weltaxe, Aequator. 

5. Weltaxe, verlängerte Erdaxe, Drehungsaxe 
der Himmelskugel ; Weltpole (Nordpol, Südpol) Schnitt- 
punkte der Weltaxe mit der Himmelskugel. 

6. Aequatorebene durch den Erdmittelpunkt 
senkrecht zur Weltaxe, 
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7. Meridiane oder Deklinationskreis^, 
GroBskreise durch die Weltpole, senkrecht zum Aequa- 
tor; Haupt meridian durch Zenit, durch Süd- und 
Nordpunkt. 

8. Polhöhe = Neigungswinkel der "Weltaxe gegen 
den Horizont. Aequatorhöhe = Neigungswinkel 
der Aequatorebene gegen den Horizont. 

a) Polhöhe = geographischer Breite. 

Die Polhöhe hp wird bestimmt durch Beobachtung der 
Aequatorhöhe h» zur Aequinoktialzeit, hp = E. — ha oder 
oder als arithmetisches Mittel aus oberer und unterer 
Kulminationshöhe eines Circumpolarstemes. — Aus 
der Polhöhe erhält man die geographische Breite. 

9. Sichtbare Sterne für einen Ort von der 
geographischen Breite g? sind diejenigen, deren Abstand 
vom sichtbaren Pol < 180** — 9p, vom unsichtbaren < cp ist. 

10. Circumpolarsterne, Abstand vom sicht- 
baren Pol _< (p, 

C) Ekliptik, Axe der Ekliptik. 

11. Ekliptik = scheinbare jährliche Bahn der 
Sonne, Ebene der Erdbahn. 

12. Schiefe der Ekliptik = Neigung der Ekliptik 
gegen den Aequator, = 23 7«^ genau 23® 27' 13". 

13. Axe der Ekliptik = Lot im Erdmittelpunkt 
auf der Ekliptik; Endpunkte dieser Axe Pole der 
Ekliptik. 

14. Tag- und Nachtgleichepunkte = Schnitt- 
punkte der Ekliptik mit dem Aequator, Frühlings- 
äquinoktium (Frühlings- oder Widderpunkt Y") und 
Herbstäquinoktium; Sonnenwendepunkte oder 
Solstitien stehen von den vorigen je um 90® ab. 

15. Breitenkreise, Grosskreise durch die Eklip- 
tikpolo; J_ zur Sonnenbahn. 
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§ 63. Lagebestimmaii^« 

1. System A. — Grundkreise: Hauptmeridian und 
Horizont. 

H ö h e h gezählt auf dem Vertikalkreise vom Aequa- 
tor aus 0** — 90" nördl. oder südl. 

Azimut a (A) gezählt auf dem Horizont vom Süd- 
punkt aus über W, N, von 0"» — 360*. Ermittlung 
dieser Koordinaten durch den Theodolit, Höhe auch 
durch den Sextanten und annähernd durch Schatten- 



länge 



(tgh=i-). 



2. System B. 

a) Deklination^, nördlich (-{-) oder südlich ( — ), 
sphärischer Abstand des Sterns vom Aequator; Pol- 
distanz 90^ — (5. 

Stundenwinkel t = Aequatorialbogen zwischen 
Meridian des Beobachtungsortes und Meridian des 
Sterns, gezählt von dem ersteren aus von 0® — 360* über 
W und N (wie das Azimut) ; statt Gradzählung auch 
Stundenzählung (15° = 1 St.) ringsherum — 24*», oder 
nach beiden Seiten. 

Messung durch Aequatoreal. 

b) Deklination d, wie in a, und 

E.ektascension a (A. B.), 

gezählt im Aequator vom Früh- 
lingspunkt (y) aus, entgegengesetzt 
i ^^s^ dem Sinn der täglichen Bewegung 
der Sonne von 0*— 360*. 

Sternzeit ö = Stunden- 
winkel des Prühlingspunktes, z. B. 
1^ Sternzeit, wenn Stundenwinkel 
des Frühlingspunktes 15**. 6 — t = a. 




Lagebestimmung. 
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Messung mit Passage-Instrument und Uhr nach 
Sternzeit. 

3. System C. 

Breite ß nördlicher oder südlicher Abstand des 
Sterns von der Ekliptik, gezählt vom Aequator. 

Länge Ä, Bogen der Ekliptik zwischen Frühlings- 
punkt und Breitenkreis, gezählt vom Frühlingspunkt 
aus im Sinn von a von 0* — 360®. 

Diese Koordinaten sind nicht mehr gebräuchlich. 

4. Sternbilder. 

Die zwölf Sternbilder des Tierkreises sind: 



Widder Y 

Stier ^ 

Zwillinge JJ 
Krebs 



Löwe Q 

Jungfrau ifj) 

Wage uQj 

Skorpion Vfl 



Schütze 
Steinbock 
Wassermann 
Fische 






/VW 
/XA.V 



X 



§ 64. Die Zeit. 

1. Sterntag h 24 Sternstunden = Zeit zwischen 
2 oberen Kulminationen -eines Sterns, = Zeit einer 
vollständigen Umdrehung der Erde, o^ Sternzeit, wenn 
der Frühlingspunkt im Meridian; Dauer eines Stern- 
tags 23,935*» = 23^ 56™ 4» m. Z. 

2. Mittlerer Sonnentag = bürgerlicher Tag, 
= Zeit zwischen 2 Kulminationen der gedachten, im 
Aequator mit gleichförmiger Geschwindigkeit laufenden 
Sonne. 

3. Zeitgleichung = Differenz zwischen wahrem 
und mittlerem Mittag (Kulminationen der wahren und 
der gedachten Sonne). 

4. Tropisches Jahr = scheinbare Umlaufszeit 
der Sonne, von T Punkt zu T Punkt =365,2422 m. T. 
= 365 T. 5h 48» 46» m. Z. = 366,2422 Sterntage. 

5. Siderisches Jahr = wirkliche Umlaufszeit 
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der Erde von Eixstern zu Fixstern = 365,2564 mittl. 
Tage = 365 T. 6»> 9™ 11» m. Z. = 366,2564 Sterntage. 

6. fcJiderischer Monat = Umlauf von Fixstern 
zu Fixstern = 27^32 Tg. 

7. Synodischer Monat = Zeit von Neumond 
zu Neumond (d. h. von Sonne zu Sonne) 29,53 Tg. 

8. Astronomische Jahreszeiten. 

Beginn des Frühlings am 21. März, Sonne im Aequator, 
im XFiinkt, Tag- und Nachtgleiche. 

Beginn des Sommers am 21. Juni, Sonne im Wendekreis 
des Krebses, längster Tag (Sommersolstitium). 

Beginn des Herbstes am 23. September, Sonne im 
Aequator, Tag- und Nachtgleiche. 

Beginn des Winters am 21. Dezember, Sonne im Wende- 
kreis des Steinbocks, kürzester Tag (Wintersolstitium). 

II. Das Sonnensystem. 

§ 65. Die Erde. 

A) Gründe für die Kugelgestalt. 

1. Erscheinungen infolge der Ortsveränderungen 
auf einem Meridian oder einem Parallelkreis. 

2. Schattenform bei Mondfinsternissen und die 
Gestalt der andern Himmelskörper. 

3. Depression des Horizonts. 

4. TJmschiffungen der Erde in verschiedenön Rich- 
tungen. 

5. Ergebnisse der Gradmessungen. 

B) Gründe für die Rotation. 

1. Ablenkung der Luftströmungen. 

2. Oestliche Abweichung fallender Körper. 

3. Foucault'scher Pendelversuch. 

4. Rotation anderer Weltkörper. 

5. Abplattung der Erde (Va»t bis */»«•). 



Planeten, Sonne nnd Mond. 
^ Oft. Planeten, Sonne nnd Moud. 
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§ 67. Weltsysteme. 

1. Ptolemäisches System. Die Erde ist Mit- 
telpaukt des Weltalls, um sie bewegen sich Mond, Merkur, 
Venus, Sonne, Mars, Jupiter, Saturn. Unregelmässig- 
keiten in der Bewegung werden durch Epicykeln erklärt. 

2. Coppernicanisches System. Die Sonne steht 
still, um sie bewegen sich Merkur, Venus, Erde, Mars, 
Jupiter, Saturn in kreisförmigen, exzentrischen Bahnen. 

3. Keplers Gesetze. 

1. Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen, in 
deren einem Brennpunkt die Sonne steht. 

2. Der Planet bewegt sich so, dass der Leitstrahl 
in gleichen Zeiten gleiche Flächen beschreibt. 

3. Die Quadrate der Umlauf szeiten verhalten 
sich wie die dritten Potenzen der grossen Achsen. 

4. Titiuszahlen. Entfernungen 

Merkur von der Sonne = 4 

Venus „ „ „ =4 + 3 

Erde „ „ „ =4 + 3.2 

Mars „ „ „ =4 + 3.2* 

Planetoiden „ „ „ =4 + 3.2^ 

Jupiter „ „ „ =4 + 3.2* 

Saturn „ „ „ =4 + 3.2* 

Uranus „ „ „ =4 + 3.2* 

Neptun „ „ „ =4 + 3.2^^ 

wirkliche Entfernung 7,8 Mill. Meilen 

n n 14,0 „ „ 

n n 2Ü,1 „ „ 

n »7 öü,u ), „ 

n n ÖO y, „ 

„ „ 104,7. „ „ 

» n IJÜ „ „ 

605 „ „ 
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§ 68« Berechnnngganfgabeii* 

1. Flächeninhalt J einer Zone zwischen den 
geographischen Breiten q)^ und q)^ 

J = 2r;rh = 2r;r(r sin (p^ — r sin q>^) 

= 4 r^ ;r cos sm ^-^ 

der Teil dieser Zone, der von den Meridianen zur 
Länge J.^ und Ä^ begrenzt wird, ist 

T (^1 ^2) A 2 9l "J" 9^2 • 9^1 

J = ' ^^n 4 r^;r cos ^ sm ^ 



360' 2 2 • 

(Berechnung des Inhalts von Kartenblättern.) 

Kimm und Kimmtiefe. — Kimm = Kreis, 
welcher den scheinbaren Horizont begrenzt (Halbmesser 
a = Sehne = Bogen) ; Kimmtiefe (a") = Winkel zwi- 
schen dem Sehstrahl nach der Kimm und der Hori- 
zontalen, Höhe des Beobachtungspunktes h 
1. a = /2rh 



180.60.60" , i/2h 

2. a" : = a : r oder a" = 1/ — . 206 265", 

n r r ' 

hiebei ist von der Strahlenbrechung, welche a ver- 

grössert und a verkleinert abgesehen. 

3. Beziehungen zwischen den Koordi- 
naten der Systeme A und B (s. § 61). In dem 
Dreieck Zenit-Pol-Stern sind die Seiten Z P = 90' — y , 
ZS = 90' — h, PS = 90' — (5; dieZS und PS gegen- 
überliegenden Winkel sind t (bezw. 360' — t) und 
180' — a. Aus den Formeln I— III des § 62 folgt, wenn 
1. a und h gegeben, t und 6 gesucht (tp ist 
als bekannt vorausgesetzt): 

sin 6 = sin h sin y — cos h cos y cos a 
cos h sin t = cos h sin a 
(cos ^ cos t = sin h cos y + cos h sin y cos a). 
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2. t und ö gegeben, gesucht a und h. 

sin h = sin ö sin q> -f- cos S cos q> cos t 
cos h sin a r= cos S sin t 
(cos h cos a = — sin 6 cos (p -f- cos Jsin q> cos t). 

4. Parallaxe; Entfernung eines Gestirns. 

a) Höhenparallaxe p = Winkel, unter wel- 
chem vom Gestirn aus der zum Beobachtungsort ge- 
hörige Erdhalbmesser r erscheint, = Unterschied der 
Höhenwinkel über dem wahren und über dem schein- 
baren Horizont 

p == h' — h ; 
die Entfernung R des Gestirns ist dann 

r cos h 

B» = ; . 

Sin p 

b) Ist das Gestirn im Horizont, dann heisst p die 
Horizontparallaxe (ji), 

sm 7v 

Ist der in Frage kommende Halbmesser ein Aequator- 
halbmesser, so heisst p die Aequatorial-Horizon- 
talparallaxe. 

c) Bei Fixsternen ist die Parallaxe des Erdhalb- 
messers (tägl. Parallaxe) verschwindend; man benützt 
für sie die Parallaxe des Erdbahnhalbmessers, die jäh r- 
licheParallaxe; sie ist bei keinem Fixstern über 1". 

d) Die Parallaxe des Mondes kann aus direkter 
Beobachtung ermittelt werden; die Horizontalparallaxe 
beträgt für denselben 53V«'— 61V«'; ™ Mittel 57V.'. 

e) Die Parallaxe der Sonne ist zur Bestimmung durch 
direkte Beobachtung zu klein; sie kann gefunden werden 
aus den Marsoppositionen und dem dritten Keplerschen 
Gesetz (aus der Parallaxe des Mars zunächst seine 
Entfernung d — R^ — R von der Erde, dann folgt aus 
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ß/:R»= t/: t«, (Rj — R): R= ^ -.yt») : ^i\ oder 

durch die Methode der Yenasdnrchgänge; oder aus der 
Messung der Parallaxe eines Planetoiden (z. B. Flora) ; 
ihr Wert ist etwa 8,85". 

f) Ausser vermittelst der Parallaxe kann die Entfer- 
nung der Sonne noch durch andere Mittel gefunden wer- 
den, insbesondere aus der Geschwindigkeit des Lichts und 
der Zeit, welche dasselbe braucht, um von der Sonne zur 
Erde zu gelangen (Verfinsterung der Jupiterstrabanten). 

5. Auf- und Untergang der Gestirne, Tages- 
länge. Aus § 688,2 folgt für h = 

cos tp = — tg ^ tg q>. 
Die Tageslänge ist gleich dem doppelten Stunden- 
winkel i^ (für h = 0) der Sonne. Ergiebt sich aus 6 
und q> z. B. t^ = 120*» = 8*», so ist die Tageslänge 16*». 
Für Morgen- und Abendweite w (Bogen zwischen 
Ost- und Aufgangspunkt, bezw. zwischen West- und 
IJntergangspunkt) ist 

sin 6 

sin w = . 

cos (p 

Für das Azimut a^ des Aufgangspunktes ist 

sin^ 

cos a„ = . 

" cos 9 

6. Entfernung e zweier Punkte (;ij, ^^ ; X^^, q>^) 
auf der Erdoberfläche 

cos e = sin q>^ sin y, + cos q)^ cos q>^ cos {X^^ — X^). 
Liegen beide auf demselben Meridian, dann ist 

Liegen sie auf demselben Parallelkreis, dann ist 
(p^=z(p^=i(p und daher 

e • ^1 — -^2 

sin -jr = cos q> sin 



2 ^ 2 
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Analytische Geometrie. 

I. Geometrie der Ebene. 

§ 69. Aendemng des Koordinateiisystemes. 

X, y Koordinaten, OX, OY Axen des urspräng- 
lichen Systems, x', y' Koordinaten, OX', OY' Axen 
des neuen Systems, a, b Koordinaten des neuen Ursprungs. 

1. Parallele Verschiebung der Axen: 

{X = a + x' 
y-b + y'- 

2. Drehung eines rechtwinkligen Systems um 

den Ursprung um den Winkel ipi 

{X = x' cos q> — y' sin g> 
y = x' sin 9> + y' cos g>. 

3. Verschiebung und Drehung jeder Axe 
(Aenderung des Winkels zwischen den Axen): 

_ , x'sin(X'Y) + y*sin(Y 'Y) 

""-^^ sin (XY) 

, , X' sin (X'X) + y' sin (Y'X) 

y=^+ sin (YX) ' 

§ 70. Allgemeine Sätze. 

1. Der Grad einer Gleichung wird durch Verwand- 
lung des Koordinaten-Systems nicht geändert. 

2. Die Bedingung dafür, dass der Punkt mit den 
Koordinaten x„ y, auf der Linie liegt, deren Gleichung 
F (x, y) = 0, ist F (x„ yj = 0. 
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3. Die aus den beiden Gleichungen F (x, y) = 
und f (x, y) = sich ergebenden Werte von x und y 
sind die Koordinaten der Schnittpunkte der beiden 
durch jene Gleichungen dargestellten Linien. 

Setzt man in F (x, y) = für y den Wert null, 
so ergeben sich aus der erhaltenen Gleichung die Ab- 
scissen der Schnittpunkte der betreffenden Linie mit der 
Xaxe ; aus x = ergeben sich die Ordinaten der Schnitt- 
punkte mit der Yaxe. 

4. Ist ^ ein Zahlenfaktor, so stellt 

P (x, y) + .lf(x,y) = 

die Gleichung einer Linie dar, welche durch die Schnitt- 
punkte der durch F (x, y) = und f (x^ y) = darge- 
stellten Linien geht. 



Linie erster Ordnung, gerade Linie« 
§ 71. Gleichnngsformen. Lagebeziehnngen. 

Es seien a und b die Abschnitte der Geraden auf 
den Axen (Koordinaten der Schnittpunkte mit den Axen), 
(p der Winkel der Geraden mit der + Xaxe, p die Lange 
des Lotes vom LTrsprung auf die Gerade, a der Winkel, 
den p mit der + Xaxe bildet. 

1. Gleichung der Geraden:*) 

erste allgem. Form Ax + By+C = 0, 
zweite „ y = mx+b 

dritte „ ^+i_l==0 

a b 

vierte „ xcosa+ysina — p = (Nor- 

malform.) 



♦) Wenn sich eine der Gleichungen oder Formeln auf ein schief- 
winkliges System beziehen soll, ist 4ies besonders bemerkt. 
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Symbolische Abkürzung der Gleichung 
für die allgemeine Form L = 0, 
„ „ Normalform 1 = 0. 

C b 

Axenabschnitte: a = — -r-^ 

A m 

Winkel mit der Xaxe bestimmt durch 
tgy = — — = m = — — = — ctg« 

2. Besondere Fälle: 
x = a Gleichg. einer Geraden || zur Yaxe 

y^^" n n n II 17 -^ 71 

Ax4--ßy=0 n n n durch deuUr- 

y=mx Sprung 

y=0 „ der Xaxe 

x=0 „ „ Y „ 

0.x4-0.y4-C=0 „ „ 00 fernen Geraden. 

3. Gerade durch Punkt (x^, yj 

A(x — Xj) + B(y— yj=0; oder 

y— yj=m(x — xj, oder 

(X— Xj)cosa+(y — yJsina^O 
(durch ein veränderliches m, bezw. a erhält man ein 
Strahlenbüschel.) 

4. Gerade durch zwei Punkte (Xj^yJ, (Xj,yj) 



{ 



^2 yi ^ ^1 

oder(y,— yjx+(x,— xjyrrrxiyj— Xjy^, oder 



y 1 



0. 



(Zugleich Bedingung da- 
für, dass 3 Punkte in ger. 
Linie liegen.) 
Gerade durch den Ursprung und Punkt (x^, yj 

^ly— yiX=o 



^1 yi 1 
^2 y2 1 



{ 
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5. Zwei parallele Gerade 
( Ax + By + C = oder ( y = mx + b 
\ Ax-|-By+Ci=0 \ j = mx + \, oder 

X cos o + ysin« — p = 
X cos a + y sin a — Pi= 

Zwei gerade Linien Ax-fBy4-C = und A^x 
+ B,y + Ci =0 sind parallel, wenn ABj— AjB=0 

6. Gerade durch Punkt (Xj, yj parallel zu einer 
gegebenen Geraden. 

Gegebene Gleichung: 

Ax + By + C = oder y = mx+b 
gesuchte Gleichung: 
A-(x— xJ+B(y— yj=0 „ y-yi=m(x— xj 

7. Zwei senkrechte Gerade: 

i Ax + By+C = oder ( y = mx+b 
|Bx-Ay + C,=0 „ |y=~^x + b,. 

Die Geraden 

Ax + By + C = 0/ y = mx + b u. 

u. A,x+B,y + C,= 0\ °^^'^y = m,x+b, 
sind senkrecht^ wenn 

AAj+BBj=0 oder mmi+l = 
Gleichung einer Geraden, welche durch Punkt (x, , yj 
geht und senkrecht zu der Geraden Ax+By+C=0 ist: 

B(x-xO~A(y-yJ.= 

8. Drei Gerade Ax + By+C = 0, A^x+B^y 
+ Cj=0, A^x+ Bjy+ Cj= gehen durch einen 
Punkt, oder eine Gerade geht durch den Schnittpunkt 
der beiden andern, wenn 

ABC 



A,B,C, 
A,B,C, 



d. h. wenn 



= 0, 
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A(B.C,-B,_C,)+B(C.A,-CA)+C(A.B,-A,BJ = 
oder wenn die Zahlfaktoren Aj Ä^^ Jt^ sich so bestimmeu 
lassen, dass 

>l(Ax + By + C) + ;i,(A,x + B,y+CJ + >i,(A,x 

B^y + cj^o. 

§ 72« Grossenbestimmnngeii und -Beziehungen« 

1. Koordinaten (x,y) des Teilpunktes einer 
Strecke, Endpunkte (Xj^yJ, (x^jyg): 
für den Halbierungspunkt 






2 



2 ' -^ 2 ' 

Teilung im Verhältnis m : n 

mxg+nx, my^ + ny^ 

X = ^^ V = — — — — i- 

m + n ' m + n 

Das Zeichen -|- gilt für den inneren, — für den äusseren 
Teilpunkt. 

2. Beziehungen zwischen den Koordinaten von 4 

harmonischen Punkten (Xj,yJ,(x2,y2),(|i,iyi),(|2, ^2) 

2 (x, x.,+ i, i,) = (X, + xj (i, + i,) 

3. Vier durch den Ursprung gehende Gerade 

y = m,x y = niX 

y^m^x y^n^x 

bilden ein harmonisches Büschel, wenn 
2 (m^ m^ + n, nj = (m^ + m^) (n, + Ug). 

4. Entfernung e zweier Punkte (Xi,y,), (x^yj^) 

Im schiefwinkligen System mit Achsenwinkel cd 

e = V(x, -x,y+ (y, — y,y + 2 (x, — x7Ky^~yJ ^^^. 

5. Gerade durch Punkt (x^, yj, welche mit der 
Xaxe den <^ ^ bildet: 

y — yi=(x — x,)tgy 
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6. Winkel (p zwischen zwei Greraden be- 
stimmt durch 

AB, — A, B m, — m 

*«y= + AA;-HBB. =±^^:+T (-«!•§ 7U und ,) 

7. Gerade, welche mit y = mx + b den ^ q> bil- 
det und durch Punkt (x^, yj geht 

m 4- tg a> 

8. Abstand p des Ursprungs von der Geraden 
Ax-[- By-f C = 0, oder y = mx + b 

C b 

das Zeichen wird so gewählt, dass p positiv wird. 

9. Abstand e des Punktes (xj, yj von der 
Geraden Ax -|- By + CJ = 0, oder y = mx-|-b, oder 
X cos a + ysina — p=:0 

_ -^Xi+Byi+^ y^ — mx, — b 
^"" +irÄ7+EP ~ +}/m«+l 
= X, cos a + yi sin a — p. 
Das Vorzeichen der "Wurzel wird so gewählt, dass für 
einen Punkt, der mit dem Ursprung auf derselben 
Seite der Geraden liegt, e positiv wird. 

10. Entfernung e zweier paralleler Ge- 
raden (s, § 71 5) 

c — C, C — fi 

+ yÄT+B^ ~ + y'm^"+T 

11. Halbierungslinie des Winkels zweier Ge- 
raden 

Ax+By + C ^> A,x + B,y + fi 

X cos a + y sin a — P = + (x cos a, + Y sin a, — pj. 
Sind die Geraden gegeben durch die symbolischen 



®~ 1 ,/A2 , -Dö— I .nz:^ , ^ — P Pi* 



±j=4 



^2 72 1 
^8 78 1 
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Gleichungen 1 = 0, Ij = 0^ dann ist die Gleichung der 
Winkelhalbierenden 

1 + 1^=0. 

12. Inhalt J eines Dreiecks, aus den Ecken 
(xi, Ji), (xj, Jj), (Xj, y,) 

= Y v^i (y« "" ^»^ + ^* (^» — Ji) 

H-XaCji — Ja))- 
Liegen die drei Funkte in gerader Linie, so ist J = O, 
vergl. § 71 4. Fällt (x„ y,) in den Ursprung, so ist 

±J= 2-(Xiya — x^y,). 

13. Inhalt J eines Dreiecks aus den Grlei- 
chungen der drei Seiten (Bez. s. § 19^) 

± ^ -^ - (AB.-A. B) (A, B, - A, BJ (A,B - AB,)" 
Gehen die Geraden durch einen Punkt, so ist 2 J = O 
vergl. § 71 8) sind irgend zwei parallel, so ist 2 J = oo 
vergl. § 71 5. 

14. Inhalt eines Vielecks aus den Koordi- 
naten der Ecken 

±2 J = X, (y, — y„) +x, (y, — yj + x, (y, — y,) -| 

+ Xn(yi— yn-i\ 

§ 78. Polargleichungr der Geraden. 

r Fahrstrahl, g> Azimut, p Lot vom Pol auf die 
Gerade^ a Winkel zwischen p und der Polaraxe. 
1. Lot zur Polaraxe: 

r cos q> = c 
2) Parallele zur Polaraxe: 

r sin (p = c. 
^- Gleichung der Geraden: 

r cos (q> — a) = p 
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4. Zwei parallele G-erade 

r cos {(p — «) = p 
r cos {ip — a) = Pj. 

5. Zwei Gerade sind senkrecht; wenn 

Oj — a = R. 

6. Entfernung e zweier Punkte (^j, rj, (y^» rj 

e = y r,* + Tj* — 2 r, r, cos (^p^ — yj. 

7. Inhalt des Dreiecks C P, P^ 

J = + 2-r,r,sin(9), — (jpj. 

8. Inhalt des Dreiecks P, P, P3 

J = + Y I Tj r, sin (92 — 9pJ + r, v^ sinCy, — yj 

+ r3r, 8in(y,— ^3) |. 

9. Bedingung dafür, dass drei Punkte in gerader 
Linie liegen 

rj r, 8in(9P2— 9'i) + r, v^ sinC^g—yJ+rg r, sin(^,— y3)=0. 
10. Gleichung der Verbindungslinie der beiden Punkte 

rj r, sin (y, — y J + r^ r sin (y— y^) + r r^ sin {<p^ — y) = 0. 

§ 74. Strahlbttsckel, DoppelrerhAltnis, proJekÜTische 

StrahlbllscheL 

(Abgekürzte Bezeichnung der Gleichung der Geraden.) 

1. Strahlbüschel. Sind 1, = 0, 1, = die Glei- 
chungen zweier Geraden in Normalform, so ist die all- 
gemeine Gleichung einer dritten Geraden (Teilstrahl), 
die durch den Schnittpunkt der beiden ersten geht, 

X ist das Verhältnis der von irgend einem Punkt 
des Teilstrahls I3 auf 1^ und 1, gefällten Lote (Sinus- 
teilverhältnis) 
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^ _ sin ft I3) 

sin (I3 I2) 

Ist der Zahlenfaktor ;i veränderlich, so ist durch 
die Gleichung ein Strahlbüschel dargestellt. 

Sind die ersten Geraden durch ihre allgemeine 
Gleichung L^ = 0, L^ = gegeben, so ist die Gleichung 
des Teilstrahls 

Lj — « Lg = 0. 

% unterscheidet sich von dem Verhältnis der Ab- 
stände durch einen konstanten Faktor. 

2. Vier sich in einem Funkt schneidende Geraden 
können dargestellt werden durch die Gleichungen 

Ij r=r li — ;ii lg = 

1^ = 1^_^,1^ = 0' 

das Doppelverhältnis (anharmonisches Verhältnis) 
(a^ b, c, d) der vier Strahlen a, b, c, d ist 

X^ - ^a, D, c, a; - ^.^ ^^^ : ^.^ ^^ ^^ 

Satz: Wenn vier von einem Punkt ausgehende 
Strahlen a, b, c, d von einer beliebigen Geraden in den 
Funkten A, B, 0, D geschnitten werden, so ist das 
Doppelverhältnis der vier Schnittpunkte konstant und 
gleich dem Doppelverhältnis des Büschels d. h. 

A C AD sin (a c) sin (a d) 

Fe "53"" sin (bc) '• sin (b d)' 

Für einen gegebenen Wert des Doppel Verhältnisses 
ist zu drei Strahlen der vierte eindeutig bestimmt. 
Das Doppelverhältnis des Büschels 




{ 



Ata ^"^ ^« rva ~^~ ^A 



ist 



J 
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3. Harmonisches Büschel. Ist das Doppel- 
verhältnis der vier Strahlen = — 1, so ist das Büschel 
ein harmonisches; es ist dargestellt durch 

/l.=0 (\-^,\ = 

Die Beziehungen in Nr. 2 und 3 gelten auch, wenn 
die Geraden durch Gleichungen von der Form Lj — ^i^L^^O 
u. s. w. gegeben sind. 

4. Projektivische Strahlbüschel. Sind 

Lj — >lj Lg =: 0, Lj — ^Ig Lg = u. s. f. 
Mj — ;ij Mg = 0, Mj - ^ Mg = u. s. f. 

die Gleichungen der Strahlen zweier Büschel, so ist das 
Doppelverhältnis von vier Strahlen des einen Büschels 
gleich dem Doppelverhältnis der entsprechenden Strahlen 
des andern; solche Büschel heissen projektivisch. 
Durch drei Paare entsprechender Strahlen sind die 
Büschel vollständig und eindeutig bestimmt. 

§ 75. Homogrene Glelchnn^ der Geraden^ trimetrische 

Punkt-Koordinaten. 

Sind li=0, la^O, 13=0 die Gleichungen dreier nicht 
durch einen Punkt gehenden Geraden, so kann die 
Gleichung jeder andern Geraden in die Form gebracht 
werden 

Hiebei können 1^, lg, I3 auch aufgefasst werden 
als Grössen, die den Abständen eines Punktes der Ge- 
raden von den Seiten des Dreiecks^ das von 1^, lg, Ig 
gebildet wird, proportional sind (Dreieckskoordinaten). 
Jeder Abstand ist positiv oder negativ zu nehmen, je 
nachdem er gleich oder gegenläufig ist zu dem von einem 
Punkt im Innern des Dreiecks auf dieselbe Seite ge- 
fällten Lot. 
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8 76. LinienkoordlDaten ; Gleichung des Punktes; Punkt- 
reihe; projektivische Punktreihen und Strahlbfiscliel. 

1. Ist die Gleichung irgend einer Geraden 

so ist die Lage der Geraden durch die Konstanten u 
und V gegeben ; sie heissen daher die Koordinaten jener 
geraden Linie oder Linienkoordinaten, u und v 
sind die negativen reziproken Abschnitte, welche die 
Gerade auf den Koordinatenaxen macht. 

2. Alle Geraden, deren Koordinaten einer Gleichung 

(l)Au + Bv + C = 
genügen, gehen durch einen Punkt, dessen Koordinaten 

X = ^ und y = TT sind; die Gleichung (1) heisst all- 

gemeine Gleichung des Punktes. Die Gleichung 

(2) au + bv+l=0 
heisst die N o r m a 1 f o r m der Gleichung des Punktes. 

3. Eine Gleichung nten Grades in u und v stellt eine 
von Geraden eingehüllte Kurve dar; bestimmt man aus 
dieser Gleichung und der Gleichung eines Punktes die 
gemeinschaftlichen Werte von u und v, so ergeben sich aus 
denselben n Tangenten an die Kurve; diese heisst eine 
Linie nter Klasse. Die Ordnungszahl giebt die Zahl 
der Schnittpunkte der Kurve mit einer Geraden an, die 
Klassenzahl die Anzahl der Tangenten der Kurve, die 
durch einen bestimmten Punkt gehen. 

4. Sind 2 = und -^^ = die Gleichungen zweier 
TJmhüllungslinien, so stellt 2+ A 2^=0 eine TJmhüUungs- 
linie dar, welche alle gemeinschaftlichen Tangenten von 
2 = und 2^ = berührt (vgl. § 704). 

5. Sind irj = 0, 1X2 = die Gleichungen zweier 
Punkte P^ und'Pa, so ist 
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die Gleichung eines Punktes auf der Verbindungslinie 
von Pj und P,; ist ^ veränderlich, so hat man die 
Gleichung einer Punktreihe. 

6. Doppelverhältnis. Sind 

rTj.=o ru,-i.Tj, = o 

\IJ,=0 \TJ._>l,l[J,=0 

vier Punkte auf einer Geraden, so ist das Doppelver- 

/i 

hältnis derselben ausgedrückt durch -r^. 

7. Harmonische Punkte, Wenn ^^:A^ = — lf 
so sind die vier Punkte (von Nr. 6) harmonische Punkte; 
sie sind also dargestellt durch 

8. Projektivische Punktreihen. Zwei Punkt- 
reihen Ui — ^Uj = und Y^ — ^ Vj = sind projek- 
tivisch. 

Eine Punktreihe Uj — -^ üj = und ein Strahl- 
büschel Lj — >IL,=0 sind projektivisch. 

S 77. Homogene Gleichung des Punktes^ trimetrische 

Linienkoordinaten. 

Sind Ui=0, Tl2=0, TJg=0 die Gleichungen dreier 
nicht auf einer Geraden liegenden festen Punkte, so 
kann die Gleichung jedes anderen Punktes in die Form 
gebracht werden 

Linien zweiter Ordnung (Kegelschnitte). 

A. Der Kreis. 

S 78. Knnrengleichnng; Sekante, Tangente, Polare etc. 
Koordinaten des Mittelpunktes (a, b), Halbmesser r. 
1. Allgemeine Gleichung des Kreises 

(1) x« + y* + Ax+By + C = 0. 
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2. (2) (X - a)* + (y - b)« = r« 
A . B 1 



a=--2-, b = --2-, r- 2-VA' + B»-4C. 

Ist A* = 4 C, oder B* = 4 C, dann beruht der Kreis 
die X-, bezw. die Y axe, ist C = 0, so geht der Kreis 
durch den Ursprung. — Für die Koordinaten der Schnitt- 
punkte mit den Axen ist x^ -|- x^ = 2 a^ y^ -j- y^ = 2 b. 

3. Der Ursprung ist Mittelpunkt: 

(3) X* + y^ == r'^ (Mittelpunktsgleichung). 

4. Mittelpunkt auf der Xaxe im Abstand r 
vom Ursprung: 

y' = 2 r X — x^ (Scheitelgleichung). 

5. Gleichung für ein schiefwinkliges System: 
(x - a)' + (y - b)*^ + 2 (x - a) (y - b) cos o) = r^ 

6. Sekante durch die Punkte (Xj, yj, (x^, y^), 
Mittelpunkt im Ursprung: 

^ = —t — oder y — y, = — -^ — - (x - xX 

7. Tangente, Berührungspunkt (x^ , y^ ), Mittel- 
punkt (0, 0): 

(1) XX, +yyi = r2, 

Mittelpunkt (a, b) : 

(2)(x-a)(x.-a) + (y-b)(y.-b) = r^ 
Bezeichnet man den Winkel, den der Halbmesser zum 
Berührungspunkt mit der Xaxe macht mit a, so gehen 
die vorstehenden Gleichungen (1) und (2) über in 

X cos a + y sin a = r 
(x ~ a) cos a -f- (y — b) sin a = r. 
Die Gerade y = m x + b ist Tangente an den Kreis 
x* + y^ = r', wenn 

X. . t' 



m = -^ brz 



yi yi 

Die Koordinaten des Berührungspunktes 



y - y' = ^ ^^_^J (x -^')- 
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(^1? 1\) ©iiiör von dem Punkt (x', y') ausserhalb des 
Kreises gezogenen Tangente ergeben sich aus den Glei- 
chungen 

x'Xj+y'yj=r^ 
x,« + y/ = rl 
Die Gleichung dieser Tangente (zwei Lagen) ist 

^, _ - x^y^ +r}/x^' + y^'-r^ 
r^ — x^ 

8. Polare (s. § 49) des Punktes (x^, yj in Be- 
Ziehung auf den Kreis x^ + y* = r^ 

xx^+yy^=r^ 
Die Koordinaten des Pols der Geraden Ax+By+C 
= sind 

__Ar^ _ Br^ 

9. Kreis durch drei, Punkte (x^, yj, (x^, y^), 
(^8? 73)5 6r ist bestimmt durch die vier Gleichungen 

(x-a)^ + (y-b)« = r^ 
(x,-a)^ + (y,-b)« = r« 
(^.-a)^ + (y,~b)« = r^ 
(X3- a)« + (y3-br = r^ 
seine Gleichung ist daher 

(Zugleich Bedingung da- 
= 0. für, dass vier Punkte auf 
einem Kreis liegen.) 

10. -Zwei Kreise 

x' + y«+Ax + By + C=rO 
x^ + y« + A,x + B,y+C,=.0 
sind konzentrisch^ wenn A = Aj, B = B . 

11. Potenz linie (s. § 51) zweier Kreise (s. Nr.lO): 

(A-AJx + (B~B,)y + C^G,=0 
(Differenz der Kreisgleichungen, vgl. § öls und § 70i). 



x' + y,' X, 


y> 


1 




Iv 


1 


■^2 Ja » ^2> 


Ja. 


1 


^8 y8 > ^8» 


ya» 


1 
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§ 79. Polarkoordinaten. 

Ist der Pol (Anfangspunkt), M der Mittelpunkt, 
X die Polaraxe, < M X = a, < POX = y, 0P=:(>, 
OM=:d, so ist 

1. die Gleichung des Kreises 

(q cos gp — d cos «)* + (^ sin 9> — d sin a)^ = r* oder 
^' — 2 ^ d cos (gp — a) + d' = r*. 
Fällt M mit X zusammen (Mittelpunkt auf der 
Polaraxe), so ist die Gleichung des Kreises 

Q^ — 2 ^ d cos 9P + d' = r^ 
Liegt ausserdem auf dem Kreis, so ist 

^ = 2 r cos q). 

2. Hat der Leitstrahl für seine Schnittpunkte mit 
dem Kreis die Längen q^ und p^» so ist 

d cos (9> - a) = -^^4"^^ 

3. Für den berührenden Leitstrahl ist 

d sin (9 — a) = r. 

B. Parabel, Ellipse, Hyperbel. 

§ 80. KurTengleichnngen; Sekante, Tangente, 

Polare etc. 

1. Stücke und Bezeichnungen. 
Grosse Axe 2a ) , . _,,. . _ , , 

kleine „ 2 b / ^^' ^^^'P'^ ^^^^^^P®^^^^ 
Parameter 2 p (= Sehne durch einen Brennpunkt pa- 
rallel zu der Leitlinie); für Ellipse und Hyperbel ist 

b* 

P = — • 
^ a 

Lineare Exzentrizität (Abstand des Brennpunktes 

vom Mittelpunkt) ist bei der 

Ellipse f = ya^— b^; 
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Hyperbel f^Va'+b«; 

Parabel: Abstand des Brennpunktes vom Scheitel -^; 

f 
Numerische Exzentrizität e = — , 

a 

c giebt zugleich das Verhältnis der Entfernung eines 

Kurvenpunktes vom Brennpunkt und seines Abstandes 

von der zugehörigen Leitlinie an. Es ist für die 

Ellipse c < 1, 

Parabel * = 1, 

Hyperbel e > 1, 

Ferner ist p = a(l — «'); V = a.p; b'' = a' (1 - c'') 

Abstand des Brennpunktes von der Leitlinie = — . 

2. Scheitelgleichung. Erste Form 

L y« = 2px — (1 — e«)x* 
(gemeinschaftliche Gleichung). 
Diese Gleichung stellt eine Ellipse, Parabel oder 

Hyperbel dar, je nachdem e = 1, c = giebt die Schei- 
telgleichung eines Kreises. 
Zweite Form: 

y« = 2px-|x' (Ellipse) 
a 

y' = 2 p X (Parabel) 

y* = 2 p X + - x'^ (Hyperbel). 

3. Mittelpunktsgleichung: 
^ + ^ = 1 (ElUpse) 

^--^ = 1 (Hyperbel) 

x' — y'* = a^ (Gleichseitige Hyperbel). 
Bürklen, Fonnelsammlaiig. IQ 
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4. Polargleichung. 

1. Der Brennpunkt ist Fol^ die Axe bezw. grosse 
Axe ist Polaraxe, q> ist] von dem Scheitel aus 
gezählt^ der dem Pol am nächsten liegt. 

1 + c cos q>' 
Die Kurve ist eine Ellipse, Parabel, Hyperbel je nach- 

dem « = 1. Für die Parabel ist insbesondere 
> 



<>== 



2 , cos* -|- 



^ Der Mittelpunkt ist Pol, die grosse Ax:e 
Polaraxe 

g'- l^Jcos> (^^^^P^^)^ 

— b* 
Q^ — --i 2 9 (Hyperbel). 



Die folgenden Gleichungen sind bei der 
Parabel auf die Scheitel-, bei Ellipse und 
Hyperbel auf die Mittelpunktsgleichung 
zubeziehen. 

5. Sekante durch die beiden Punkte (x^, yj, 
(Xj, yj der 

1. Parabel: 

(Ji + Ja) y — yi y2 = 2px oder 

2p , ,. 

y — yi = — ; — (x — X,). 
^ ^' y2 + yi '^ 

2. Ellipse: 

(x,+x,)x (y, +y,)y _x, X, y, y, 

a"^ + b^ --j^ + -b^ + l,oder 

_ b*(x, + x,) _ 
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3. Hyperbel: 

(^1 + ^2) ^ (71+72)7 ^1 ^ 7i 7a , , ^, ^ 

a* "" b» — a* """ b* -t-i,oaer 

^ ^^~a«(7i+7a)^'' ^^* 
6. Tangente im Punkt (x^, yj der 

1. Parabel : y yj = p (x + xj. 

2. Ellipse : ^ + ^r?^ = 1, oder 



a» • b' 



b^ 



7 — 7i = — fsy-rx — xj. 
3. Hyperbel: — ä^ — ^t4^ = 1, oder 

y — yi=^^(x — X.). 

7. Asymptoten der Hyperbel 

Ist der Asymptotenwinkel 2 y^ so ist igq> = — . 

Bei der gleichseitigea Hyperbel stehen die Asymp- 
toten auf einander senkrecht. 

Ein Durchmesser y = m x schneidet, berührt im 

unendlich fernen Punkt (ist also Asymptote), trifft die 

< b« 
Hyperbel nicht, je nachdem m' = — jj-. 

^ a 

8. Normale im Punkt (xj, yj der 

1. Parabel: p (y — yj + yi (x — xj = 0, oder 

X7i +P7 = 7i(^i+P)- 

2. Ellipse: — ^ = a« — b^ oder 

^1 7i 
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S.Hyperbel: 1 ^=a' + b^ oder 

9. Bezeichnet man die Abscisse des Schnittpunktes 
der Tangente im Punkt (Xj, y^) mit der Xaxe mit x^, 
die Subtangente (Projektion des Tangentenstückes 
zwischen Berührungspunkt und Xaxe auf die Xaxe) mit 
ST, die Sub normale mit SN, so ist 

X, ST SN 

1. für die Parabel: — x^ 2Xj p 

2. „ „ Ellipse — ' -—^ 

TT 1 1 a* X*^ ^^ b'X. 

3. „ „ Hyperbel 



Xi X, a^ 



Aus dem Wert von x^ ergiebt sich für jede Kurve 

eine Konstruktion der Tangente im Punkte (Xj, y^). 

10, Tangente vom Punkt (x^, yj ausserhalb der 

1. Parabel: 

2. Ellipse: 



3. Hyperbel : 



Xj — a 



11. Allgemeine Gleichung der Tangente (Richt- 
ung gegeben) für die 

P 



1. Parabel: y — mx = 



2 m' 



2. Ellipse: y — mx = +ym''a'+ b'^ 

3. Hyperbel : y — m x = + ym^~ä^^ b^ 
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12. Polare des Punktes (xj, yj in Beziehung 
auf die 

1. Parabel: yy^ = p (x + xj. 

2. Ellipse: ^ + ^^==1. 

3. Hyperbel: — / - ^^ = 1. 

Liegt Punkt (x^, yj auf der Kurve, so ist seine 
Polare zugleich Tangente. Die Polare des Mittel- 
punkts ist die unendlich ferne Gerade; die Polare 
eines unendlich fernen Punktes ist ein Durchmesser. 

13. Koordinaten des Pols der Geraden Ax + By 
+ C==0, für die 

C Bp 

1. Parabel: x,= + -^, y^=: — -^-. 

« T,,,. a'A b^B 

2. Ellipse : x, = ^, y^ = g-. 

o TT . , a'A b«B 

3. Hyperbel : x^ = — — ^, y^ = -^. 

14. Zwei Geraden heissen konjugiert in Bezug 
auf einen Kegelschnitt, wenn jede durch den Pol der 
andern geht, die Koordinaten des Pols der einen müssen 
also die Gleichung der andern befriedigen. 

1. Ist bei der Parabel ein unendlich ferner 
Punkt gegeben durch die Richtung y = mx, 
so ist der zugehörige Durchmesser 

^ = 1' 
m 

2. Gleichungen für zwei konjugierteDurch- 
messer bei der 

Ellipse: Ax — B y = und — p + w ~ ^' 

a ü 

Bx Av 

Hyperbel: Ax + By r^O und -r + jl- =0. 

a u 
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Jede Asymptote der Hyperbel und ihr kon- 
jugierter Durchmesser fallen zusammen. 

15. Gleichung in Beziehung auf zwei konjugierte 
Durchmesser 2a^, 2b^ 

1. Ellipse: — g + r— 2= 1; Beziehung: a/-}-bj' 



9 



= &^ + h 

X» y« 

2. Hyperbel: ^ + jp=l- » a^'— b,* 

= a« — b* 
Sind q> und q>^ die Winkel, welche zwei konjugierte 
Durchmesser mit der Hauptaxe bilden, so ist für die 

b* 

3. Ellipse: tgytgy,^ — ^; a^ b, sin (tp — yj 

= ab (s. §8124) 

b* 

4. Hyperbel: tgg>ig<Pi=+ -^', a^ b^ sin(y— yj 

= ab (s. §8125) 
Gleichung der Hyperbel in Beziehung auf die beiden 

Asymptoten 

2_ f'_a*+b^ 



gleichseitige Hyperbel x' y' = — a* 

16. Leitlinie (Direktrix), d. h. Polare des Brenn- 
punktes für die 

1. Parabel: x = — — ; Brennpunkt!^, 0) 

a* Ä « 

2. Ellipse: x = ^ = — ; 1. d. Brennpunkt (f, 0) 



a^ a 



3. Hyperbel: x =y = y, „ „ „ (f,0) 

17. Länge des Brennstrahls, bezw. der Brenn- 
strahlen zu dem Punkt (x^, yj 
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p 

1. Parabel : r = Xj + -^ 

2. Ellipse: r=a — x^e. 

rj=a+XjC; r+ri=2a 

3. Hyperbel : r = x^ c — a 

r^=Xje + a; n — r = 2a 

18. Krümmungsmittelpunkt (x^, y^) und Krüm- 
mungshalbmesser q für den Punkt (x^, yj der 

1. Parabel: f x,^3x,+ p- ^^^'+^^' 

_.. yi'__2x^y^ 

^0 p^ "~ p 

(yt'+p')^ N.» ^ ... ^ , . . 

Q = ^-^ — ^-^— = — ~ ; für den Ssch eitel (> =p. 



2. Ellipse: 



^ 



f^x.« e^x. 



8 






a a 

Py/_ .^a^y, 
J^o b* "~ b* 



•_ (b*x,' + a^y,^)f _ (rr,)f _ Nx' 
^~ a*b* ~ ab ~ p« 

Nx Normale vom Punkt (Xj yj bis zur Xaxe. 
Für den Scheitel der grossen Axe ist 

b* 
(> — — = p, für den der kleinen 



a« 



9i= ^ 

( Vx^ e^x^ 

3. Hyperbel : 1 x = — ^ — * 



a' a* 
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_ (b*x, '+ B,\ ')T _ (r r,)T _ Nx» 
^~ a*b* "" ab p* 

für den Scheitel ist 

b* 

19. Flächeninhalt 

1. Parabelsegment S, 

Sehne senkrecht zur Axe, (x^, yj Koordinaten des 
einen Endpunkts: 

S^^x^y,. 

Beliebiges Segment; (x^, yj, (Xj, y^) Koordinaten der 
Endpunkte 

^ 12p 6 • y.+ y^ 

2. Ellipse nzone zwischen der kleinen Axe 
und der im Abstand x^ dazu parallelen Sehne 

— (xj ya*-Xj* + a'arc sin — J 

Gesamte Ellipsen fläche: ab;r. 

3. Hyperbelsegment;Sehne senkrecht zur Xaxe: 

20. Konfokale Kegelschnitte. — Eine Ellipse 
und eine Hyperbel, welche dieselben Brennpunkte haben, 
konfokal sind, haben folgende Gleichungen 

X* y* 

^ + a*(l — 6*) + ^ 

y' , , 

wobei a e = a^ «j = f , e < 1, e^ > 1. Die Gleichungen 
können demnach in folgende Form gebracht werden: 



Sätze über Kegelschnitte. 153 

x^ y» 



Diese beiden konfokalen Kegelschnitte schneiden 
sich rechtwinklig (elliptische Koordinaten). 

Die Gleichungen aller konfokalen Kegelschnitte sind 
in der Form enthalten 

^* , y' -1- 



a^-k ' b^~k 

sie stellt eine Ellipse, Hyperbel oder imaginäre Kurve 
dar, je nachdem k < b'< a*^ oder b^< k < a^, oder a'*< k. 

§ 81* Sätze Aber Kegelschnitte* 

A) Für jeden Kegelschnitt. 

1. Die Polaren der sämtlichen Punkte einer Geraden 
gehen durch den Pol dieser Geraden, und die Pole 
sämtlicher Strahlen eines Büschels liegen auf der Polaren 
des Büschelmittelpunktes. 

2. Die Halbierungspunkte paralleler Sehnen liegen 
auf einem Durchmesser. 

3. Das Verhältnis der Entfernungen eines Punktes 
eines Kegelschnittes vom Brennpunkt und von der 
Leitlinie ist konstant und gleich der numerischen Ex- 
zentrizität e, (Für die Ellipse ist c < 1, für die Parabel 
c = 1, für die Hyperbel c > 1.) 

4. Die Sehne, welche durch einen Brennpunkt geht 
und senkrecht zur grossen Axe ist, ist der Parameter. 

5. Zieht man in den Endpunkten einer durch den 
Brennpunkt gehenden Sehne Tangenten, so schneiden 
sich diese auf der Leitlinie, und die Verbindungslinie 
des Schnittpunktes mit dem Brennpunkt steht senkrecht 
auf der Sehne. 
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6. Der Schnittponkt zweier Tangenten liegt auf 
demjenigen Dorchmesaer, welcher der Seltne zwiachen 
den Berührungspunkten konjugiert ist. 

7. Sind in einer Ebene zwei Kuiren zweiter Ord- 
nung K und K, und bestimmt man 2u jedem Punkt 
Ton K die Polare in Beziehung auf K,, eo umhüllen 
diese Polaren eine dritte Kurve zweiter Ordnung. 

8- Satz des Pascal: Bei jedem einem Kegelschnitt 
ei nbesch riebe nen einfachen Sechseck schneiden sich die 
drei Paare Gegenseiten in drei Paukten einer Geraden. 
(Konstruktion eines Kegelschnittes aus 5 Punkten.) 

9. Satades Brianchon: Bei jedem einem Kegel- 
schnitt umbeschri ebenen Sechseck schneiden sich die 
drei Verbindungslinien von je zwei Gegenecken in einem 
.Punkte. (Konstruktion eines Kegelschnittes aas 5 
Tangenten.) 

10. Der Krümmungshalbmesser im Scheitel der grossen 
Axe ist gleich dem halben Parameter. 

B) Für die Parabel. 
11. Die Durchmesser einer Parabel sind parallel 
zur Axe. 

''m* ^^'^ Fuaspunkt des Lotes vom Brennpunkt auf 
eine Tangente liegt auf der Scheiteltangeute. (Kon- 
struktion der Parabel durch Umhüllung.) 

13. Der Ort des Schnittpunkts zweier Parabel- 
langenten, die senkrecht auf einander stehen, ist die 
-Ijeitlinie. 

lg des Berührungspunktes einer 
unkt ist gleich der Entfernung 
luittpunkt der Tangente mit der 
ler Tangente.) 

' 'la'biert den Winkel «wischen 
4em durch den Berührungspunkt 
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gehenden Durchmesser (Konstruktion der Tangente und 
Normale). 

16. Die Parabel kann als Ellipse betrachtet werden, 
deren zweiter Brennpunkt in unendlicher Entfernung liegt. 

C) Für Ellipse und Hyperbel. 

17. Hat man ein System von Ellipsen, bezw. 
Hyperbeln, welche die Scheitel und die grosse Axe 
gemeinschaftlich haben, so schneiden sich alle Tangenten^ 
welche die nämliche Abscisse für den Berührungspunkt 
haben^ in einem und demselben Punkt der grossen Axe. 
(Konstruktion der Tangente.) 

18. Alle Sehnen, welche einem Durchmesser parallel 
gezogen sind, werden von seinem konjugierten halbiert. 
Die Tangente im !Ejndpunkt eines Durchmessers ist 
parallel zum konjugierten Durchmesser. 

19. In jedem einem Kegelschnitt umbeschriebenen 
Parallelogramm sind die Diagonalen konjugierte Durch- 
messer; in jedem einem Kegelschnitt einbeschriebenen 
Parallelogramm sind die Seiten zwei konjugierten Durch- 
messern parallel. 

20. Das Produkt der Entfernungen der Brennpunkte 
von einer Tangente ist unveränderlich (= b^) und die Fuss- 
punkte der Lote liegen auf einem Kreis, der die grosse 
Axe zum Durchmesser hat. (Konstruktion des Kegel- 
schnitts durch Umhüllung.) 

21. Die Tangente und die Normale in einem Punkt 
der Ellipse oder Hyperbel halbieren die Winkel, welche 
die Brennstrahlen nach diesem Punkt mit einander- 
bilden. (Konstruktion der Tangente und der Normale.) 

Hieraus folgt : Eine Ellipse und eine zu ihr konfo- 
kale Hyperbel schneiden sich unter rechten Winkeln. 

22. Bei der Ellipse ist die Summe, bei der Hyperbel 
die Differenz der Brennstrahlen nach einem Punkt der 
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Kurve unveränderlich und zwar gleich der grossen Axe, 
(Faden-Konstruktion der Kurven.) 

23. Auf jeder Sekante einer Hyperbel sind die beiden 
Abschnitte, welche zwischen der Kurve und ihren beiden 
Asymptoten liegen, einander gleich; der Abschnitt einer 
Tangente zwischen den Asymptoten wird durch den 
Berührungspunkt halbiert. 

(Konstruktion der Hyperbel, wenn ein Punkt 
und die Asymptoten derselben gegeben sind.) 

24. Der Inhalt eines Dreiecks, das zwischen zwei 
konjugierten Halbmessern einer Ellipse und der Ver- 
bindungslinie ihrer Endpunkte liegt, ist unveränderlich. 

25. Der Inhalt eines Dreiecks, das von den Asymp- 
toten und einer zwischen denselben liegenden Tangente 
einer Hyperbel eingeschlossen wird, ist unveränderlich. 



26. Alle Parabeln sind einander ähnlich. 

27. Zwei Ellipsen mit den Halbaxen (a, b), (a^, bj) 



sind einander ähnlich, wenn t" = tT i ebenso sind zwei 



a a. 



Hyperbeln einander ähnlich, wenn r- = i~, d. h., wenn 
sie gleiche Asymptotenwinkel haben. 

§ 82. Konstraktion der Kegelschnitte. 
1. Parabel. 
a) DX Achse, SY Scheiteltangente, DE Leitlinie, 

also DS = SF = ^. — Ziehe in den beliebig, aber zweck- 
ässig gewählten Punkten Cj, Cg, C, . . . Lote zur 
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Axe und beschreibe um P mit DCj einen Bogen, der 
das zu Cj gehörige Lot in A^ und B^ schneidet; ver- 




• • • »1 



fahre ebenso mit DCg u. s. w. A^, A^, A^ 
Bj, Bg, Bg . . . sind Parabelpunkte. (Begründung: 
Jeder Punkt der Parabel hat vom Brennpunkt und der 
Leitlinie gleiche Abstände.) 

b) Durch Tm hüllung. — SX Axe, SY Scheitel- 
tangente, F Brennpunkt. Ziehe von F nach SY die 
Strahlen FAj, l^^Ag, FAg . . . und errichte auf den- 
selben in Aj, Ag, Ag . . . die Lote Aj B^, A.^ Bg, 
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A3 B3 . . . ., so umhüllen diese die Parabel. (Be- 
gründung § 81,12). 

2. Ellipse. 

a. OX = a, halbe grosse Axe, Y = b, halbe kleine 
Axe. Beschreibe um mit a und b Kreise; ziehe 
durch eine Gerade, welche die Kreise in B und C 
schneidet, ziehe CA J.OX, BA || OX, so ist A ein Punkt 
der Ellipse. Aehnlich weitere Punkte. 



(Begründung : y = — |/a^ — x*). 

a 
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b. OX = OXj r= a, OY = OY^ = b. Bestimme die 
Brennpunkte F und F^ durch FY=:FjY=:a. Ziehe 
xXj=XXj=2a; nimm darauf Punkt a beliebig an, 

Y 




«. 



«, 



beschreibe um F mit xa^ und um F^ mit x^a^ Kreis- 
bögen, die sich in in A^ und B^ schneiden u. s. f. Aj 
und B, sind Punkte der Ellipse. 

(Begründung: r + ri=2a, s. § 8I22.) 
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3. Hyperbel. 

Ziehe xx^ = 2 a ; nimm auf der Verlängerung von 
xXj einen Punkt a^ an und beschreibe um F mit xa^ 




a. 



<t. 



und um Fj mit x^aj Bögen, die sich in Aj und B^ 
schneiden. Aj und B^ sind Punkte der Hyperbel. Ver- 
fahre ebenso mit a^ u. s. f. 

(Begründung : r — r^ = 2 a, s. § 8I22.) 



§ 88. Allgemeine .Gleichnng zweiten Grades. 

(1) a,, x'+2a,2xy + a22y' + 2aj3X + 2a,3y+ ajg^O. 

1. Nach Division der Gleichung (1) mit agg zeigt 
sich, dass die Gleichung fünf unabhängige Konstanten 
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enthält; eine Kurve zweiten Grades ist daher durch 
fünf Punkte bestimmt. 

2. Die Gleichung (1) stellt ein Geradenpaar 
dar, wenn die Diskriminante A der Gleichung null ist, 
d. h. wenn 

^^^*1 1*22*38 + 28-28 ^18*12 *H *23 *22*13 *83*12 ^^^' 

3. Wenn eine Gleichung zweiten Grades ein Linien- 
paar darstellt, kann sie durch Koordinatenverwandlung 
auf die Form gebracht werden: 

»n x' + 2 ai2 X y + a^g y' = 0. 
Das Linienpaar besteht aus zwei (konjugierten) 
imaginären, oder aus zwei reellen aber zu- 
sammenfallenden, oder aus zwei reellen und 
verschiedenen Geraden, je nachdem 

4. Wird die Gleichung (1) in Polarkoordinaten 
übergeführt, so ergiebt sich als Polargleichung 
der Kurven zweiten Grades 

(a^j cos^ 9P + 2 aj2 cos ^ sin 9) + a.^^ sin® q>) r® 

+ 2 (X3 cos q> + a^a sin q>) r + &^^ = 0. 
Einem gegebenen Wert von q) entsprechen im allge- 
meinen zwei Werte von r, d. h. jeder durch den Pol 
gezogene Strahl schneidet die Kurve in zwei Punkten. 
Der eine Schnittpunkt kann im Unendlichen liegen, 
wenn für den bestimmten Wert von ^ der Koeffizient 
von r* zu null wird, d. h, wenn 

Bjj cos'9P + 2ajjCOS9sin 9? +ag2sin'g) = 0, oder wenn 

*ii + 2a,jtg^ + a22tg®y = 0. 

Es giebt demnach im allgemeinen zwei solche Werte 

von q> und also zwei Dichtungen, für welche der Strahl 

die Kurve im Unendlichen schneiden kann ; diese beiden 

Bttrklen, Formelsammlung. 11 
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Richtungen sind imaginär, reell aber zusammenfallend^ 
reell und verschieden, d. h. die unendlich ferne Gerade 
hat mit der Kurve keinen Punkt, zwei zusammenfallende 
oder zwei verschiedene Punkte gemeinschaftlich, je 
nachdem 

a^j — a^^ a^g =y 0. 

5. Die allgemeine Gleichung zweiten Grades stellt 
eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel dar, je 
nachdem 

Sie stellt einen Kreis dar, wenn a^, =r und a^^ = a,,. 

6. Durch jeden Punkt kann im allgemeinen eine 
Sehne so gezogen .werden, dass sie in ihm halbiert wird; 
ist die Kurve zweiten Grades durch die allgemeine 
Polargleichung gegeben, so hat eine Sehne vom Nei- 
gungswinkel q> den Pol zur Mitte, wenn die beiden 
Wurzeln von r von entgegengesetztem Vorzeichen und 
gleich sind. Dies ist der Fall, wenn 

aj,cosy + a„sinyr=0 
oder in rechtwinkligen Koordinaten^ wenn 

aiaX+a^gy^O. 

Giebt man nach einer Koordinaten Verwandlung (Pa- 
rallelverschiebung) den Koeffizienten a^,' und sl^^' den 
Wert null, so ergeben sich daraus die Bestimmungs- 
stücke des Mittelpunktes. 

Die rechtwinkligen Koordinaten (xqj Jq) des 
Mittelpunktes ergeben sich aus 

»12 ^0 + »2« 7o + »23 = ö» 
daher besitzt eine Linie zweiten Grades nicht mehr als 
einen Mittelpunkt. Seine Koordinaten sind 
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^22 ^18 ^18 ^28 

__ ^11 ^28 ^12 ^18 

J o 2 Hfl 

*12 11 22 

Für die Parabel ist a^,*- a^, a^, = 0, sie hat daher 
keinen Mittelpunkt. 

§ 84, Olelchnngen weilerer Kurven. 

A. Algebraische Kurven. 

1. Neilsche Parabel y = ax'. 

2. Lemniskate (x'^+y')' - a'U' - Y*) = <> ^^^^r 

r*(r* — a'cos2(p)=0 

3. Conchoide x'y'= (b + y)'(a'-y*) oder 

(x^ + y^)(y-b)« = a«y' oder r = a +— . 

4. Cissoide y* (a — x) = x*. 

5. Deskartes'sches Blatt x' + y^ = 3axy. 

6. Cassiniache Kurve (x«+y«)«-2a«(x»-y')=b*-a*. 

7. Cardioide (y« + x*-ax)' = a*(x' + y') oder 

r=:a(l + cos9p). 

B. Transcendente Kurven. 

1. Logarithmische Linie y = me*. 

m i =L 

2. Kettenlinie y = -^ (e» + e »). 

3. Cykloide, beschrieben von einem bestimmten 
Punkt P auf dem Halbmesser eines Kreises, der auf 
einer Geraden rollt, (a Halbmesser des rollenden Kreises, 
a^ Mittelpunktsabstand von P, g) = arc •< P X, X Be- 
rührungspunkt) 
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^ X = a y — a, sin y 
1^ y ^= a — aj cos (p 

4. Epycykloide , beschrieben von dem Punkt !P 
(s. Nr. 3), wenn der Kreis auf der Aussenseite eines 
Kreises (Halbmesser b), rollt 

,,,>,. ay . a + b 

X = (a + b) sm -r- — a^ sin — r — 9 

f 1 \ a» a -f- b 

y = (a -f b) cos -^ — a^ cos — ~ — 9>. 

5. Hypocykloide, beschrieben von dem Punkt P 
(s. Nr. 3), wenn der Kreis auf der Innenseite eines 
Kreises (Halbmesser b) rollt 

a^) . b — a 

X = (b — a) sin -^ a^ sm — r — 9 

f\. \ *y I b — a 

y =r (b — a) cos -~ + a^ cos — r — y. 

Die Cykloide, ebenso die Epi- und Hypocykloide 
ist die gestreckte^ gemeine oder verschlungene, je nach- 
dem a, ^-^ a. 
* > 

6. Spirale des Archimedes (lineare Spirale) r = a y. 

7. Parabolische Spirale r* = 2 p y. 

8. HyperboUsche Spirale r = ^. 

9. Logarithmische Spirale r = m e«. 

10. Kreisevolvente (Tangente = dem Bogen zwi- 
schen einem festen Punkt des Kreises und dem Be- 
rührungspunkt) : r == a }' 1 + y^, fp = q> — avc tg q>^ 
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IL Geometrie des Baums. 

§ 85. Koordinaten-*) nnd Grössenbeziehungen. 

Ursprung, P ein Punkt im E,aum, OP =: r; 
«j ßj Y Winkel der OP mit den positiven Teilen der 
Koordinatenaxen; x, y, z die Koordinaten von P. 

1. Ein Punkt. Die Koordinaten des Punktes P 
sind die Projektionen von OP auf die Axen: 

X = r cos a, y == r cos ß, z = r cos Y, 
r = j/x' + y^ + z^ cos^a -f- cos'^ß + cos^Y = 1. 

2. Zwei Punkte, (x^, y^, zj und (x^, y^, zj. 

OP, =r„ OP, -r,; 
cos (rj , r,) =: cos a, cos a^ + cos ß, cos ß, + cos Yi cos y. 

Stehen r, und r^ senkrecht aufeinander, so ist 

cos a^ cos «2 + cos ß, cos ß, + cos Yj cos Yq = 0. 
Entfernung e = (x, - x.^^ + (y, - yj« + (z, - z^f. 
Für Punkt (x, y, z), der P, P, im Verhältnis m : n 
teilt (P, P : P P, = m : n), ist 

nxi+mxg _ ny^+my, _ nz^+mz 



z = 



m + n '"^ m + n ' m + n 

3. Projektionen. Ist 1 eine Strecke, f eine 
Fläche, sind ferner 1,, 1^, lg, bezw, f,, f,, fg ihre Pro- 
jektionen auf die Koordinatenebenen, so ist 

1. 1,^ + V + V-2P. 

2. f,'» + f2^ + fg^ = f^ 

f, = f cos a, fg = f cos ß, fg = f cos y ; a, ß, y Neigungs- 
winkel der f gegen die Koordinatenebenen. 



*) Es sind stets, wofern nichts anders bemerkt ist, rechtwinklige 
Koordinaten vorausgesetzt. 
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4. Inhalt Y der dreiseitigen Pyramide. 
1. Eine Ecke im Ursprongy die drei andern Ecken 
sind (x„ y^, z^), (x^, y„ zj, (x„ y,, z,). 

l\ ^l Jl ^1 \ 

I ^3 y, z, 

2. Liegt die erste Ecke nicht im TJrsprang, sondern 
im Punkt (x, y, z), so ergiebt sich Y, indem man das 
Koordinatensystem parallel verschiebt, so dass der Ur- 
sprung mit (x, y, z) zusammenfällt; man hat alsdann 
im vorigen Ausdruck 
statt Xj, yj, Zj zu setzen x, — x, Ji—J, z^ — z 

Liegt (x, y, z) in derselben Ebene mit den drei 
übrigen Punkten, so ist Y = 0; dies ist die Gleichung 
der Ebene durch jene drei Punkte. 

§ 86« Aendernng des Koordinatensystemes« 

1. Parallele Yerschiebung der Axen; a, b, u 
Koordinaten des neuen Ursprungs. 

x^a + x', y = b + y, z==c + z'. 

2. Drehung um den Ursprung. 

OX' bUde mit OX, OY, OZ die Winkel a^, ß^, y^, 

^ ^ n f> n n n n n *«> Pj, Tj> 

OZ' „ I» w n » » n «37 ßj, y,. 

Schreibt man der Kürze halber die Buchstaben 
der Winkel für ihre Cosinus^ so ist : 

X =(i, x' + a, y' + ÄgZ' x' = a^ x + ß, y + r^ z 
y = ß, x' + ß, r+h^' r = ^, x + ß, y+ y, z 

z^Tix'+Tay'+ysZ' z'=^s^+hJ+rz^ 

Zwischen den Cosinus bestehen die Beziebungen 
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Yi «1 + YaS + rs% = aga^ + ßgß^ +73 Y^ = 0. ^ 
3. Polarkoordinaten. OP =:r, q> Winkel 
zwischen OP und der XYebene, gezählt von der letz- 
teren gegen die + Z Axe hin (von — 90° bis + 90°) ; 
ip ist der Winkel, den die Ebene ZOP mit der Ebene 
Z X bildet, gezählt von der + Xaxe aus im positiven 
Drehungssinn von 0° — 360°. 

Uebergang von rechtwinkligen Koordinaten zu 
Polarkoordinaten und umgekehrt: 

1. r=r=}^?~+yH^ siny=— , Q03ip = ^^^^py 

y 

sm -^ = 



2. 



Vx^+y 

X = r cos q> cos V' 
y = r cos q> sin ijf 
z = r sin q>. 



§ S7. Allgemeine Sätze. 

1. Eine Fläche ist durch eine Gleichung zwischen 
X, y und z bestimmt. Die Bedingung dafür, dass der 
Punkt (x^, yj, zj auf der Fläche liegt^ deren Gleichung 
F (x, y, z) = ist,^ ist^ F (x,, y,, zj = 0. ^ 

2. Eine Linie ist durch zwei Gleichungen in x, 
y und z bestimmt; die Linie ist die Schnittlinie der 
durch jene zwei Gleichungen dargestellten Flächen. 
Jeder Punkt, dessen Koordinaten die beiden Gleich- 
ungen F (x, y, z) = und f (x, y, z) = befriedigen, 
liegt auf der Schnittlinie der durch die beiden Gleich- 
ungen dargestellten Flächen. 
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3. Setzt man in der Gleichung E (x, y, z) = eine 
der Koordinaten, z. B. z, gleich null, so erhält man 
die Gleichung der Schnittlinie der Fläche mit der 
Ebene der andern Koordinaten, z. B. der XYebene. 

4. Eliminiert man aus den Gleichungen zweier 
Flächen eine Koordinate, so erhält man die Gleichung 
der Projektion der Schnittlinie beider Flächen auf die 
Ebene der beiden andern Koordinaten. Bestimmt man 
aus den Gleichungen dreier Flächen die gemeinschaft- 
lichen Werte von x, y, z, so stellen diese die Koordi- 
naten der Schnittpunkte der drei Flächen dar. 

5. F (x, y, z) + ii f (x, y, z) = giebt die Gleich- 
ung einer Fläche an, welche durch die Schnittiinie oder 
die gemeinschaftlichen Punkte der beiden Flächen 
F (x, y, z) = und f (x, y, z) = geht. 

§ 88. Die Ebene. 

a, b, c Abschnitte der Ebene auf den Koordinaten- 
axen ; a, ß, y die Winkel, welche das Lot vom Ursprung 
auf die Ebene mit den Axen bildet, p die Länge 
dieses Lotes. 

1. Gleichungsformen für die Ebene: 

1. allgemeine Form Ax + By + Cz + D = (E) 

^- "a^b^c 

3. „X cosa+ycosß + zcosr — p=0 

(Normalform N) 

Spur in der XYebene Ax + By + D=0 
„ „ , YZ „ By + Cz + D = 
„ „ „ ZX „ Ax+Cz + D=0 

AxenabsuhDitte: 

D ^ D _ D 



Die Ebene. 
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Lot vom Ursprung: 
p = a cos a = b cos ß = c cos y = 



D 



(Das Vorzeichen der Wurzel wird so gewählt, dass 
p positiv wird.) 

Winkel des Lotes p mit den Axen aus: 
p Ap A 



cos a m — = — . -^ = 



u. s. f. 



2. Besondere Fälle: 

x = a Ebene parallel zur YZebene, 

Ax + By + D = Ebene parallel zur Zaxe 



1. y=b 



2. 



J? 
77 
77 



71 



77 



77 



77 



77 



durch denUrsprung 

„ die Zaxe 
Y 



77 



Ax + Cz + I>=0 
By+Cz + D==0 

3. Ax+By + Cz = 

r Ax + By = 

4. { Ax + Cz = 
[ By + Cz=-0 

3. Ebene durch den Punkt (x^ yj, zj 

A(x-x.) + B(y-yO + C(z-z.)=0 

4. Ebene durch drei Punkte (x^, y^, zj, (x^, j^j Zg,) 

(X37 737 Za) 

A(x — xJ + B(y — yj + 0(z — zj==0, wobei 



A=: 



(s. auch § 804.) 

5. Abstand e eines Punktes (x^, yj, zj von der 
Ebene E oder N (s. 1.): 

Ax, + By, + Cz,+D ^ . , 



yi Zi 1 




z. X. 1 




^y. 1 


y. z, 1 


,B 


Z, X, 1 


,(! 


^y> 1 


y»!»»! 




z, 3^,1 




3t. y.i 



{: 
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6. Zwei Ebenen Ax + By+Cz +D=0 und 

i ■ ■ A n 1 ABC 

1. Sie sind parallel, wenn-^ = ^=p-> 

also Gleichungen zweier paralleler Ebenen 

fAx + By + Cz + D = , 
Ax + By + Cz + D,= 0*'''®'' 

( X cos a + y cos ß + z cos y — p = 
I X cos a-|- y cos ß + z cos f — p^ =0 

2. Abstand zweier paralleler Ebenen 

— VA^ + B^ + C'^ ^ ^' 

3. Winkel ff zweier Ebenen 

AA, + BB, + CC, 

cos y - _j_ y(^^2^ß2^Qay(^-2qrB/ + C/) 

4. Sie sind senkrecht, wenn cos y=0,'d.h.wenn 

AA,+ BB,+ CC,=:0 

7. Ebenenbüschel. Sind A^r^O, A.^ = die 
Gleichungen zweier Ebenen (1) u. (2) in Normalform, 
so ist die Gleichung einer dritten Ebene (3) die durch die 
Schnittlinie der beiden ersten geht 

A,— >IA2=0. 
Sind (3, 1); (3, 2) die Neigungswinkel zwischen (3) 
und den beiden gegebenen Ebenen, so ist 

. _ 8in (3, 1) 
" - sin (3, 2)' 
Die Halbieruugsebenen der von den beiden Ebenen 
gebildeten Keile haben daher die Gleichung 

A.+A,=0 

8. Drei Ebenen durch eine Gerade. 

Damit drei Ebenen E^^zO, E^ — 0, Eg^^O sich in 
derselben Geraden schneiden ist notwendig und hin- 
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reichend, dass es drei Zahlfaktoren >^j, ^^^ \ giebt, für 
welche die Identität besteht 

9. YierEbenen durch einen Punkt. Damit vier 
Ebenen E^ =0, E^ = 0, E3 = 0, E^ = durch einen 
und denselben Punkt gehen, ist notwendig und hin- 
reichend, dass die Idendität besteht 



§ 89. Gerade Linie; gerade Linie and Ebene. 

1. Jede Gerade ist durch zwei unabhängige Gleich- 
ungen ersten Grades zwischen x, y und z bestimmt. 

Allgemeine Gleichungsformen: 

A,xH-B,y + C,z + D,=0 

(2)\z=rnx + c. 

Die Koordinaten der Spuren in der XY-, YZ-, 
XZebone ergeben sich aus bezw. z = 0, x = 0, y =^ 0. 

2. Besondere Fälle. 

y = m x + b 
z = c 

y = b 

z = n x-|- c 



a,{ 



■{ 



Gerade parallel zur X Yebene. 

\ ^ Gerade parallel zur XZebene. 

(z = nx-|-c ^ 

I — P j "T ^1 Grerade parallel zur YZebene. 
I X — a % 

2. I _ Gerade parallel zur Xaxe; 

z — c 

< ^ ^ Xaxe. 
( z = 
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f z = c 
\ x = a 



{ 



x = a 

y = b 



Gerade parallel zur Yaxe; 

! ~ ^ Yaxe. 

( x = 

Gerade parallel zur Zaxe; 

~ ^ Zdxe. 

I V — JUX * 

3. ^ "^ Gerade durch den Ursprung. 

3. Winkel mit den Axen, a, ß, y. "Wenn die 
Gleichungen der Geraden sind 

y = mx + b, z = nx-|-c, so ist 
cos a — -= ^7= ^-- - - , cos ß 



yi + m^^ + n*'^' yi+m^ + n^' 

n 

cos Y = — -- 

^ n + m' + n' 

4. Gerade bestimmt durch einen Punkt (x^, y^, zj 
und Richtung (a, ß, y) 

cos a cos ß cos y 

5. Gerade durch zwei Punkte (x^^y^, zj, (x^yyg, z^) 

X — x^ _ y — Yi _ z — ^ 



Xa — Xi 72 — Yi Za — Zi 
6. Zwei gerade Linien. 

( y.^mx + b / y = mjx4-bj 
\z:^nx + c \z = n^x + Cj. 

1. Die Geraden schneiden sich, wenn 

(b — bj (n — nj = (o — cj (m — m,) (s. u. 5). 

2. Sie sind parallel, wenn m^ = m, n^ = n. 
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3. Der Winkel tp der Geraden ergiebt sich aus 

l-f-muij +nnj 

""' ^ " y(r+m» + n')(l+^7+-n7)' 

4. Sie sind senkrecht, wenn cos ^ = 0, also 
wenn 1-f-nim^ + nnj ==0. 

5. Kürzester Abstand zweier Geraden 

^ (b — b ,)(n — nj — (cr-cj(m — mj , . >. 
y(mn,-m,ny^ + (m-mj^ + (n-nj^'^- ' '^' 



6. Abstand e zweier paralleler Geraden 
y = mx + b y = mx-|-bj 

Z=rnX-)-C ZrzrnX-f-Cj. 

l + m* + n* 



{ 



F=r(b — bjm + (c — cjn 

Gr=(c — cjmn — (b — bj(l + n«) 
H = (b — bjmn — (c — cj(l + m'). 

7. Gerade und Ebene. 



{ 



y_mx + b ^^^ Ax + By + Cz + Dz=0. 
z = nx-fc ' "^ ' ^ 

1. Die Gerade liegt in der Ebene, wenn 
A + Bm + Cn = und Bb + Oc + D:=0. 

2. Die Gerade ist parallel der Ebene, wenn 

A4-Bm4-Cn=r:0. 

3. Winkel ö> zwischen der Geraden und der 
Ebene aus 

A+Bm+Cn 

^'"^ "" "" V(A^+B* + C'0(l + m« + nY 

4. Die Gerade ist senkrecht zur Ebene, wenn 

B C 
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8. Ebene durch Punkt (x^, y^, z^) senkrecht zur 

Geraden 

y = mx + b, z = nx+c 

(X— xj + m(y — yj + n(z — zj=0. 

9. Gerade durch Punkt (x^, y^, zj senkrecht zur 
Ebene Ax + By + Cz + Dr=zO 

B 






z—z, =-^(x — x^) 



10. Ebene durch zwei sich schneidende gerade 
Linien (s. Nr. 6i) 

fy^mx+b ry=rm,x+bj 

\ z=inx + c \ Z^rrn^X + Cj. 

[m(c-cj— n(b-bj]x — (c-cjy+(b— bjz=:bc,— b,c 

y — mx — b b — b, , p^ — "^i 

oder = oder = • 

o^®^ z — nx — c c — c, n — n, 

Ebene durch zwei parallele Gerade 

y — mx — b b — bj 

z — nx — c c — Cj' 

11. Ebene durch eine Gerade y = m X 4- b, z = nx+c 
parallel zu einer 2. Geraden y^m^x + bi, z = n,x+c, 
(mn, -m, n)x+(n-n Jy-(m - m Jz=b, (n -n J - c, (m— m, ). 

12. Ebene durch einen Punkt (x,, y,, zj parallel 

zu zwei Geraden 

(mn,-m,n)(x— xj+(n-n0(y— yO— (ni-m,)(z— zj=0. 

§ 90. Kramme Flächen. 

1. Cylinderflächen. 

1. Die Leitlinie ist einfach gekrümmt, 
sie liegt in der XYebene, ihre Gleichung ist 
1. F(Xo, yo)=0. 



{ 
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Die Gleichungen der erzeugenden Mantellinie sind 
2. y = mz + yo, x^pz + x^, 
dann ist die Gleichung der Cylinderflache das Elimi- 
nation sresultat von Xq und y^ aus 1. und 2.^ also 

3. F(x — pz,y — mz)=r:0. 
2. Die Leitlinie sei eine doppelt gekrümmte 
Kurve, ihre Gleichungen 

(x, Z) =z 

(y,z) = o, 

die Gleichungen der erzeugenden Mantellinie seien 

y = m z + y^ 

x|= P 2 + Xo- 

Ist (Xj, y^, Zj) der Schnittpunkt der Mantellinie 
mit der Leitlinie, so ist 

9)(x,,zJ = ^ / y,=rmz, +y, 

^(Jl7^l) = ' \ Xj=rpZj+X^. 

Die Elimination von (Xj, y^, zj aus diesen vier 
Gleichungen liefert die Gleichung F (x^, y^) = der 
XYSpur der Fläche, aus ihr folgt 

F (x — p z, y — m z) 
als Gleichung der Zylinderfläche. 
2. Kegel flächen. 

1. Die Leitlinie liege in der XY Ebene, ihre Glei- 
chung sei F (x, y) — 0, (x^, y^) ein Punkt derselben, 
(f, g, h) die Spitze des Kegels, dann folgt aus den 
Gleichungen einer Mantellinie 

.i>,y — g z — li X — f z~h 

(1) = — — ? — , ^ = r — , und aus 

^ (2)F(Xo, yo)-0. 
Durch Elimination von Xq und y^ als Gleichung 
der Kegelfläche 



{ 



^l'fz-hx^ «±^]^0. 



/ fz — hx 
[ z — h ' 
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2. Ist die Leitlinie doppelt gekrommt, (x,, y,, z^) 
ein Ponkt derselben and sind 9; (x, z) =rO nnd ^ (y, z) = 
ihre Gleichnngen, so erhalt miui ans den Gleichungen 
der Yerbindnngslinie der Spitze (f, g, h) mit (z,, y^, z^) 
y — g z — h X — f z — h 
Ji— g~z,— h' X,— f~z,— h 
und aus den Gleichungen q> (x^, y,) = 0, ^ (^Cn yj = 
Durch Elimination von (x^, y^, zj die Gleichung der 
Fläche; sie hat die Form 

Legt man die Zaxe durch die Spitze, dann geht 
die Gleichung über in 



/ hx hy \ 



legt man den Ursprung in die Spitze, so erhält man, 
z far h — z setzend, 



- Cv. ^) = »• 



Schiefer Kreiskegel. Spitze im Ursprung, 
Leitlinie im Abstand h parallel zur XY-£bene, (a, b, h) 
Koordinaten des Kreismittelpunktes, r Halbmesser 

3. Drehflächen (Erotationsflächen). 

1. Die Drehaxe liege in der Zaxe, die Gleichung 
des in der XZebene liegenden Meridians sei x = f (z), 
dann ist die Gleichung der Drehfläche 

lG?qr7 = f(z). 

2. Gerader Kreiskegel, Zaxe Drehaxe, Spitze 

im Ursprung 

X« + y« = p« z\ 
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3. Drehungshyperboloid: 

Einschaliges, erzeugt durch Drehung der 

x' z« 
Hyperbel -^ — ^ = 1 



a* 



x^ + y* = -2 (z® + c^) oder 



2 r,2 



^ +J z 



a^ c^ 



- -5-1 = 0. 



Zweischaliges, erzeugt durch Drehung der 

z^ x' 
Hyperbel -^ — ~2 = ^ ^^ die Zaxe 

a* 

x' + y' = ^ (z^ — c^) oder 

x' + y' z* 

— ^— §+1 = 0. 

a^ c*^ 

Ist a z= c, so heissen die Hyperboloide gleichseitig. 
Der zugehörige Asymptotenkegel hat in beiden 
Fällen die Gleichung 

4. Drehungsparaboloid, erzeugt durch Dre- 
hung der Parabel x^ == 2p z 

x' + y' = 2p z. 
4. Schraubenliniemit Axe in der Zaxe, h Ganghöhe 

X = r cos t 
y z= r sin t 

ht 
z =- — =arct 

und Schraubenfläche, ein die Zaxe schneidender 
und zu dieser senkrechter Strahl gleitet der Schrauben- 
linie entlang, 

y _^_2;f z 

X 



( 
\ 



r='8 h 



Bürklen, Formeisammlnng. 12 
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§ 91. Flüchen zweiten Grades. 

8 S 9 

1. Ellipsoid: ^2 + ^2 + ^ — 1=0. 

Kugel; Koordinaten des Mittelpunktes a, b^ c 

(x-a)^ + (y-b)« + (z-c)' = r'. 

Mittelpunkt im Ursprung 

x" + y^ + z^ = r«. 

2. Einschaliges Hyperboloid 

x' , y' z« 



a^ ' ^« "« 



3. Zweischaliges Hyperboloid 

x' y' z* 
— -± ^_i__f 1—0 

a« b* ^ c* ^ - ^• 

4. Elliptisches Paraboloid 

a^ + b« c - ^' 

5. Hyperbolisches Paraboloid 

a« b« ^ c - "• 

6. Kegel 

2 ^^ U2 «2 ^' 



a* • b' 
7. Elliptischer Cylinder 

^+1^-1=0. 



a 

8. Hyperbolischer Cylinder 

a^ b^ ^ - ^' 

9. Parabolischer Cylinder 

X* 2z 



a« 



= 0. 
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10. Das System von zwei Ebenen 

(Ax+By+Cz + D)(A,x + B,y + 0,z + DJ=0. 

11. Jede Gleichung von der Form 

x« + y« + z« + ax + by + cz + d = 
stellt eine Kugel dar. 

12. Jede Gleichung von der Form 

ax* + by' + cz' + dxy + exz + fyz = 
stellt einen Kegel dar. 



Höhere Analysis. 

A. Differential rech nang'. 

S 92« Fanktion; unendlich kleine Grössen; Diiferential- 

quotient. 

Funktionen. 

1. Eine Zahl von unveränderlichem Wert 3, 5, a, 
3a — b . . .) heisst eine Konstante; eine Zahl, welche 
alle Werte der Zahlenreihe annehmen kann^ heisst eine 
Veränderliche (in der Regel bezeichnet mit t, x, y, z). 

2. Eine Zahl, welche von einer oder mehreren Ver- 
änderlichen abhängt, heisst eine Funktion derselben. 
Der Inhalt eines Kreises, einer Kugel ist eine Funktion 
des Halbmessers; derjenige eines Rechtecks, eines Qua- 
ders ist eine Funktion von Länge und Breite, bezw. 
Länge, Breite und Höhe. Mit dem Wert der unab- 
hängigen Veränderlichen ändert sich der Wert der Funk- 
tion, der abhängigen Veränderlichen. 

Bezeichnung der Funktion: f(x), F(x), (p(x), i^(x) 
und dergleichen, 

y = f(x) ist eine Funktion von einer unabhängigen 

Veränderlichen x, 
z = f(x,y) ist eine Funktion von zwei unabhängigen 

Veränderlichen, x und y, 
u = f (x, y, z) ist eine Funktion von drei unabhängigen 
Veränderlichen, x, y und z. 

3. y = f (x), z = f (x, y) u. s. f. heissen entwickelte 
(explizite) Funktionen. 
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F (x, y) = 0, F (x, y, z) = u. s. f. heissen unent- 
wickelte (implizite) Funktionen. 

4. Kommt jede unabhängige Veränderliche nur als 
Summand, Subtrahend, Faktor^ Divisor oder als Basis 
einer ganzen oder gebrochenen Potenz vor, so heisst 
die Funktion algebraisch. Es ist z. B. y eine 
algebraische Funktion von x, wenn es gleich a + ^j 

ax, — , x% yx, a + bx + cx*, }/a* — x'^ u. s. f. ist. In 

allen übrigen Fällen heisst die Funktion transcendent; 
z. B. y = a*, y = logx, y = sinx u. s. f. sind trans- 
cendente Funktionen. 

5. Eine Funktion heisst stetig zwischen x^ und x^ , 
wenn für alle Werte zwischen x^, und Xj einem unend- 
lich kleinen Wachstum von x auch ein unendlich kleines 
Wachstum von f (x) entspricht. 

Unendlich kleine Grössen und Grenzwerte. 

6. Wenn eine veränderliche Grösse sich der Null 
nähert und dabei einen Wert annimmt, der kleiner ist 
als jede angebbare Grösse, so nennt man sie unend- 
lich klein. 

7. Zwei unendlich kleineGrössen heissen 
von derselben Ordnung, wenn ihr Quotient gegen 
einen von null verschiedenen, endlichen Grenzwert kon- 
vergiert. Ist a eine endliche^ Y eine unendlich kleine 
Grösse, so ist a t von derselben Ordnung wie y. 

8. Ist <J von der ersten Ordnung, so ist t von der 

nten Ordnung, wenn der Quotient ^ gegen einen 

endlichen, von null verschiedenen Wert . konvergiert, 
also wenn 
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9. Ist eine endliche Grösse P gleich der Summe von 
unendlich vielen, unendlich kleinen Grössen f^ Y2 • • •» 
so bleibt P unverändert, wenn jede Grösse Y um ein 
Unendlich kleines e von höherer Ordnung vermehrt 
wird. Ist also 

r=: Yi + Ya + • • . = lim -^ Y, so ist auch 
r.= (Y, + ^J + (Y, + ^,)+ . . . = lini 2{r + e). 

10. Es ist 

1. lim (1 + d)J^„= e, lim (1 +!);_= e; 



2. lim 

3. lim 



a 



^-1 



6 

sin S 



6 = log e' 



S--=o 



= 1; lim 



ig 6 



6 = 



= 1. 



4. lim (1 + — ) = e». 

\ m/ (in=<» 



11. Differential und Differentialquotient. 

y+iy^f(x + Ax) 

Ay=.f(x + Ax)-f(x) 

^y ,. f(x + ^x)- f(x)_ dy_ df(x) 

-^ = iim ^^^ -^.-y- 



lim 



dx -^ d 

3=f'(x)=:Df(x). 

dx heisst das Differential von x,df (x) = f'(x)dx 
das Differential von f (x). -^ oder f (x) heisst die 

erste Ableitung oder der erste Differential- 
quotient von f(x). 

Ist C eine von x unabhängige Konstante, so ist 

dC 



ix 



= 0. 
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Die Ableitung des ersten Dififerentialquotienten 

giebt den zweiten u. s. f.; es ist also 

d f (x^ d* V 

—^ = J^2= y" = f" W = D' f (x) die zweite Ablei- 

tung von f (x), 

§ 98. Allgemeine Formeln Aber Differentiation. 

Es seien u, v, w Funktionen vonx^ A, B, C Konstanten. 
di(u) _ df(u) du 

dx du *dx 

2. d(Au + Bv + Cw) = Adu + Bdv + Cdw 
d(Au + Bv + Cw)_ du -n ^^ \ n ^^ 

X dx dx dx 

= Au'-f Bv' + Cw' 

3. d (u v) = V du + u d V ; d (uvw) = vw du + uw dv 

+ uvdw 

d(uv) /l 1 \ 

^ ^ = u'v + uv' = uv(— .u'+— vi 



dx 

d(uvw...) 



dx 

V du — u dv 



4-) ■ . 

\Y / U'V — UV' 



= uvw...(— u'H v'H w'+...) 

\U V w / 



dx ~" V* 

5. Bezeichnet man die nte Ableitung von u mit u^^^^ 

so ist: 

d°(Au+Bv) 
^ y '^-^ ==Au(°)+Bv(°) 

(uvf >=uWv+ (J) u(-«y(')+ ß) u(»-*)y« + . . . . 
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6. Ist u = f (z), z = y (y), y = fp (x), dann ist 

du dfz dz dy 

dx dz dv'dx 

7. Sind X und y Funktionen von t, so ist: 

dv dy dx 
^•dx~dtdt ~y •'' 

d*y_/dx d«y_dy d*x\ /dx\3 x'y''— y'x'^ 

^ • d? ~ Vdt • dt » ~ dt • d t^j ' \dt / ~ (iÖ' 

8. Betrachtet man bei einer Funktion mehrerer un- 
abhängiger Veränderlicher u = f (x, y, z) irgend eine der- 
selben, z. B. X, als veränderlich, die übrigen als kon- 
staut, so heisst die Ableitung der Funktion nach dieser 
Veränderlichen die partielle Ableitung nach Xy 

sie wird mit t~ bezeichnet. 

öx 

Das totale Differential von u ist gleicb 

der Summe der partiellen Differentiale nach 

sämtlichen Veränderlichen: 

^u , ^u , ^u 

du=^dx+T-dy4-^-dz 
o X ' oy *^ ' oz 

9. Sind X, y, z Funktionen von t, dann ist 

df(x,y,z) «5f dx S£ dy , ^ dz 
dt ~dxdt"^'^y'dt "^^z'dt 
10. Es ist 

^u ^u ^ 

^~dl d'u Sl d^u 6y s^M 



St ~<5x*' <5y SxSy ' 6x Sjök '' 

SxSy ^y^x 

(5«u <J*u - ^*u 



\(2) 
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symbolisch : 

wofern im Zähler jeden GHiedes Su} durch (5'u ersetzt 
wird. — Der Satz gilt ebenso auch für das Differential 
nter Ordnung. 

12. Unentwickelte (implizite) Funktionen. 

Ist f(x, y) = 0, so ist 

, ^f , ^f dy 

1)t- + i--^ = 0, daher 
^ d X oy dt. ' 

dy ^x 



2) 



dx" ^f 



Durch Differenzieren von l) erhält man eine Glei- 

dV 
chung, aus der sich-, — g bestimmt: 

, ^^f . (5^f dy , (5«f /dy\2, 6f dV ^ 
^ öx^ öxSy dx Sy^ \dx/ öy dn^ 

13. Ist f (x, y, z) -= 0, so kann z als Funktion von 
X und y betrachtet werden, dann ist 

(5f ^f Sz dz 

1) 1 — h T~ • s~ =0, hieraus folgt -j- ; 
^ ox 6 z öx ' ° (5x' 

df (Jf dz_ Sz 

^^Sy'^6^'~öi~^' " " 1}' 

Differenziert man Gleichung 1) nach x, dann auch 

nach y, ferner Gleichung 2) nach y, so ergeben sich 

S^z S^z S^z 
Gleichungen, aus welchen man ^ -^, ~T~ä — » J~2 ©rhält. 

•7 V 

14. Vertauschung der unabhängigen Ver- 
änderlichen. 
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dy dx 

dx * dy 
d^__d*x /dx\3 

d?- dr''[dj) 

§ 94. Spezielle Formeln. 

1. Das Differential und der Differentialquotient 
einer Konstanten ist null. 

2. -j- = nx""^ 
dx 

da^ da™^ de^ 

4. -5 — = a^ /a; -^ — = a™ ^ m Z a : ^i — = e* 
dx ' dx ' dx 

„ dlögx 1 ,, 11 M , „ „ 

d;x_ 1 

^ d sin X . / , ^ \ 

8.-j^=co8x = 8in^x+-) 

^ d'sinx . / , r»\ 
9.-5^=sm^x+^j 

d cos X . In 

10. --^ == — sin X = cos X + — 

dx \ 2 

d^^cosx / . Tn\ 

11. 



dx' 



= cos^x+^j 



1 
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12. -^ = r- (= sec' x) 

d X cos X ^ ^ 

(Für höhere Ableitungen kein einfaches Bildungsgesetz.) 

dctgx 1 

13. j = ;— 5— (= — cosec* x). 

d X sin X ^ ^ 

darc sin x 1 

14.- 



dx yi— X* 

^ d arc cos x 1 

15. — 



16. 



17. 



dx yi— x« 

d arc tg X 1 

di ""TT? 
d arc ctg x 1 



dx - 1 + x« 

d arc sec x 1 

d arc cosec x 1 
19. - 



dx xyx*— 1 

§ 95« Die Taylor'sche und die Mac Lanrin'sche Reihe. 

1. Taylor'sche E.eihe: 

f(x+h)=fw+hf'(x)+|jf"(«)+ +^f("H':) 

wofern fi positiv und < 1, f(x), f'(x), f"(x).... endliche 
und bestimmte Werte haben und wofern f(n-t-i)(x) end- 
ich und stetig für alle Werte zwischen x und x + h. 
Andere Formen des Bestgliedes: 

\ f(°+^)(x+eh), e echter Bruch; 

^[f(n)(x+eh) — f(n)(x)] 
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Für x = a und h = a — x ergiebt sich: 
2. f(x)=f(a)+(x-a)f (a)+^^=^f"(a)+ . . . +(.?^f »'(a) 

(x — a^n+l 

Hiebei muss f(«*+i)(x') für alle Werte von x' zwi- 
schen a und X endlich und stetig bleiben. 
Für a = ergiebt sich: 

3. Mac Laurin'sche Keihe: 

2 8 

f(x)=f(0) + xf'(0) + |j-f"(0)+|7f'"(0) + ...+ ^f(»)(0) 

wofern f(x) und seine Ableitungen für x:=0 endlich 
und stetig bleiben. 

Andere Form des Restgliedes: 

xn-f in — ö)n 

^—. ^f(n+l)(ex). 

n! ' 

Wird f(x) oder eine seiner Ableitungen für x:=0 
unendlich oder unstetig, so kann f(x) nicht mehr ver- 
mittelst der Mac Laurin'schen Reihe entwickelt werden. 
In diesem Fall ist 2. anzuwenden. 

4. Taylor's Reihe für zwei Veränderliche. 

x + ht^p, y + kt=:q, f(p,q)^U, f(x,y) = u, 

Su ön 1 /du ön V2) 

f(. + h, y + k) = u+^h+^k+2y(^h+-^-k) 

1 /(5u ö\l \(3) 1 /Su Su \(n) 

+ 3!(dih+J7') +•••• + 4^^+^'^) +^- 

(s. § 93 11.) 

(p=x+Öh, q=y+«k). 
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§ 90. Werte nnbestimmter Ausdrücke. 

-^, ^, O.OD, 0^ OD», 1«, 00 -OD. 



—r\ für X ^= a den Wert -zr- oder -^ 

q>(x) ^ 



1. Nimmt ^773 für x ^= a den Wert -7;^ oder -^ an, 

f (X) f (a) 



so ist lim ^ - ^. . 

9 (X) 9' (a) 

wird auch -tV; = -?r oder -^, so wird das Verfahren 

qp (a) ^ 

wiederholt und es ist, wenn f(tt+i)(a) und (p(»»-f-i)(a) die- 
jenigen Ableitungen sind, welche zuerst nicht gleich- 
zeitig zu oder zu 00 werden: 

f(x)^ f(" + ^)(a) 

^^ 9(x) <p(i»+i)(a) 

2. Ist f (x) . 9 (x) = . 00 für X = a, so ist : 

f(x).cp(x) = f(x):-^. 
Dieser letztere Ausdruck nimmt für x =1 a, die Form 
— an, sein Wert ergiebt sich nach 1. 

3. Nimmt der Ausdruck (f (x))^^*) für x = a eine 

der Formen 0% <x>\ 1" an, so setzt man (f x))^('^) 

=:e^^^)'^(*) und untersucht nach 1. oder 2. den Aus- 
druck (p(x)Zf(x). 

4. Führen die angegebenen Mittel stets wieder zu 
demselben unbestimmten Ausdruck, so muss man zu 
besonderen Hilfsmitteln greifen. Man kann dann für 
X zunächst a -{- h setzen, den Ausdruck umformen und 
wenn möglich, vereinfachen, worauf sich für h ==: der 
gesuchte Wert ergeben kann. 

5. Wenn f(x) — ^(x) für x = a die unbestimmte 
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Form 00 — oo annimmt, so suche man den Ausdrack 
in ein Produkt oder in einen Bruch zu yerwandeln, 
was z. B. folgendermassen geschehen kann: 

1 1^ 

y(x) f(x) 



f(x)-<p(x) 
Der "Wert hiefür wird nach dem Vorausgegangenen 
ermittelt. 

§ 97. Grdsste nnd kleinste Werte Yon Funktionen. 

1. Die Funktion y = f(x) erreicht für x=:a 
ein Maximum, wenn f(a + l^) — ^(ä) <0, 

„ Minimum, „ f(a+h) — f (a) > 0, 
wohei h sich der Null unbegrenzt nähert. 

2. Bei zunehmendem x ist 

f(x) wachsend, wenn f'(x) > 0, 
f (x) abnehmend, „ f(x) < 0. 

3. y=:f(x) erreicht für x=:a 

ein Maximum, wenn f'(a) = und f"(a) < 0, 
„ Minimum, „ f'(a) = und f"(a) > 0; 
allgemein : die Funktion y = f(x) erreicht für x ±b a ein 
Maximum , wenn die niederste für x = a nicht ver- 
schwindende Ableitung von f(x) von gerader Ordnung 
und negativ, ein Minimum, wenn dieselbe positiv ist, 

Ist die niederste für x=:a nicht verschwindende 
Ableitung von ungerader Ordnung (z. B, von erster), 
so ist f(a) weder ein Maximum noch ein Minimum. 

um die Stelle und den Wert des Maximums oder 
Minimums zu finden, wird y' gebildet, gleich null ge- 
setzt und nach x aufgelöst. Nun wird y" gebildet, es 
werden die gefundenen Werte von x eingesetzt und aus 
dem negativen oder positiven Ergebnis bestimmt, ob 
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ein Maximum oder Minimum vorliegt. Durch Einsetzen 
der gefundenen Werte von x in y = f (x) ergiebt sich 
der Wert des Maximums oder Minimums selbst. 

4. Funktion zweier uaabhängigen Ver- 
änderlichen^ z = f (x, y). 

Man bestimme x und y aus 

Die erhaltenen Werte müssen der Gleichung ge- 
nügen : 



^' \6x6j) ""(5x«- öf^^' 



Es findet dann Maximum oder Minimum statt, je 
nachdem 

3. T-Q und -— ö 
<Jx* dy 

für jene Werte von x und y beide gleichzeitig < oder 
> sind. 



B. Integralrechnnng. 

§ 98« Bezeiohnang und Erklärung. 

E (x) heisst das Integral von f (x) d x, geschrieben 
/f(x)dx, wenn 

^^) = f(x). 

dx ^^^' 

es ist also dann /f(x)dx =:F(x) + C, 

wobei C eine unbestimmte Konstante bedeutet; ferner ist 



dx ^ 
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§ 99. Integration einfacher Funktionen; Grondformelii. 

Bei sämtlichen nachstehenden Formeln ist rechts 
die unbestimmte Konstante zu ergänzen. ' 

1. /xndx = ^—r für n ^ — 1 

/•/ . 1. X (a4-bx)» + ^ 
/(^ + ^">- (nVl).b ' 

2. f — =zlx. 

X 

3. /a»dx= -^— ; fe^dx = e\ 

4. / cos X d X = sin x. 

5. y sin X d X = — cos x. 

_ /• dx 

6. / s — = tgx. 

i cos*x ^ 

r, r dx 

7. / — 7—5 — r= — ctg X. 

J sin*x ^ 

y sinx 1 

8. / i — d X = (= sec x). 

^ cos'' X cos X ^ ^ 

r COSX _ 1 , 

9. / -^-i — d X = — -: (= — cosec x). 

^ sm* X sin X "^ ^ 

r . sin* X 

10. / sin X cos X d X = — ^ — . 

11. / tg X d X = — ^ cos X. 

12. / ctg X d X =: Zsin x. 

/. dx /• dx , X 

J smxcosx ° •' smx ° 2 



14. / = Ztg -j- + ^ . 

J cos X ° \4 2 / 



Allgemeine Formeln. 193 

.. r dx . 7t 

15. / -==== = arc sm x = — arc cos x + -r-, 
■^ y 1 — x^ 2 

/• dx 1 . bx 

■' ya^ — b^x* b a 

« /* d X 7t 

16. j z—T^ — ä = 8,rc tg X = — arc ctg x -j- — . 

/• dx _ 1 i. ^^ 

ia^ + b«x«~^*''''*^T* 

r dx 

17. j —-====^= = arc sec x 



xyx''— 1 



= — arc sec 



xyb^x^ — a' a a 

18. / -^ ~ — — arc sin (1 — x). 

^ y2x— x' ^ ^ 

§ 100. Allgemeine Formeln; Integratlouswelseu 
entwickelter Fanktlonen. 

Es seien u, v, w . . . . Funktionen von x; A, B... 
konstante Faktoren. 

1. Integration einer Summe. 
/(Au+Bv+Cw-j )dx=A/udx+B/vdx+C/wdx+... 

2. Teilweise Integration. 

uv = /udv+/vdu und 

/udv==uv-/vdu. 

Beispiel : 

Jx® cos X d X =/x* d sin X — x® sin x — 2 j x sin x d x 

Jx sin X d X = — j X d cos x = — x cos x -j-y cos d x 
=: — xcosx + sinx+C, also 

y^x' cos xdx = x' sin X -f- 2 X cos X — 2 sin X + C. 

Bürklen, Formelsainmlang. 13 
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3. Integration durch Substitution. Es sei 
x = 9(z), dann ist dx = 9'(z)dz, 

/f(x)dx=/f[9(z)]9'(z)dz. 

/dx a 
-BT? — .IN» . Man setzt 1- b = z, 
X (a + bx)" X ' 

dann ergiebt sich 

1 r (z-br+"-« 

am + n-l J ^ ^2' 

nun entwickelt man nach dem binomischen Lehrsatz 
und integriert die einzelnen Summanden. 

Die häufigsten Substitutionen sind: 

z = a + bx: z=:a + bx*: z = — 4-b. 

X 

a+ bx , a z— 1 

z= T—, oderx=r-r-. — — r; 

a — bx' b z+1 

™/ ; — _ z°* — a _ m «_i - 

j/a4-bx = z, oder x= — r — xdxz=-r-.z" dz; 



sin X = z und d x = 



b 
dz 



/r=?- 



X 2t 1 — t* 2dt 

tg — =:t, sinx= j-p^,, <^^«^=i:+t'»' ^^=1+?- 

4. Integration durch Zerlegung in Teil* 
b r ü c h e. 

Jede unecht gebrochene, rationale Funktion Z^ ^ 

lässt sich in eine ganze Funktion ^(x) und eine echt 

f(x) 
gebrochene, rationale Funktion -p,^, ( umformen. Diese 

letztere lässt sich in eine Summe von Teilbrüchen zerlegen. 
1. Die Wurzeln der Gleichung F(x) = seien sämt- 
lich reell und untereinander verschieden, es sei 
F(x) = (x-a)(x~b)(x-c) = 0, 
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dann ist 



hiebe! ist 






■*--I"(a)' "— P'(b)' 



• • • • 



2. P (x) nr hat auch komplexe Wurzeln , z. B. 
p + qi und p-qi, dann ist 

P(x) x-p-qi'^x-p+qi"^ <P(x)' 



hiehei ist 



A _i(p±sil A _(l(Pr^ 

^~r'(P+<li)' ^-F'(p-qi) 



• V • 



Fasst man nach der Bestimmung von A^ und A, 
die beiden ersten Brüche zusammen, so geben sie einen 
reellen Bruch mit dem Nenner (x — p)*-|-q'. 

3. Mehrfache Wurzeln. Es sei 

P(x) = 0=(r_a)'*(x— b/(x — c)"^ , dann ist 

fW ■ A A. I ^«-1 

P(x) - (x - a)« "*" (x-a)«-' "^ "^ X -a 

, B B. Bp_i 

+ (x-b)ß^(x-b)ß-^+ ^x-b 

+ 

Setzt man P (x) = (x — a)* . 9 (x), so ist 

f (x) A , f.(x) 

■r. - . = *-V » woraus 

^ W (x - a)« (x- a)«-* <P (x) 

9(a)' 
durch Anwendung desselben Verfahrens auf den Bruch 

. erhält man A, u. s. f. 

(x-a)«-\(x) 
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Das Integral der ursprünglichen, gebrochenen Funk- 
tion ergiebt sich nun durch die Integration der ein- 
zelnen Teile. 

5. Integration durch unendliche Beihen. 
1. Wenn f (x)=:Uj + u, + U3 + .... + u^ + . .. 
eine Reihe ist", deren Glieder stetige Funktionen einer 
Veränderlichen x sind, wenn ferner diese Heihe für a 
und b und alle Werte zwischen a und b konvergent 
ist und wenn f (x) die Grenze ist, gegen die sie kon- 
vergiert, so ist (s. § 101, i) 

/^f(x)dx=:/^u,dx+/^u,dx+/%3dx + ... 

2. Liefert die Mac Laurinsche Reihe für f (x) eine 
konvergente Reihe 

f(x) = f(0) + xf'(0)+|Jf'' (0) + ..., 
SO ist 

2 S 

/f (x) dx = C +x f (0) + Ij-f (0) + |jf"(0)+... 

Die Integration durch unendliche Reihen besteht 
also darin, dass .man den betreffenden Ausdruck (z. B. 
durch den binomischen Lehrsatz, die logarithmische 
Reihe u. a.) in eine unendliche Reihe verwandelt und^ 
nach Untersuchung der Konvergenzverhältnisse, die ein- 
zelnen Glieder derselben integriert.- • 

§ 101. Bestimmte Integrale. 

1. Ist f (x) dx das Differential von 9 (x), so ist y (x)-f- C 
das unbestimmte Integral von f(x)dx; dagegen heisst 

/^f(x)dx = <p(b)-y(a) 

das bestimmte Integral genommen zwischen den 
Grenzen a und b, d. h. für x^a und x = b. Das be- 
stimmte Integral [ f(x)dx ist die Grenze der Summe der 
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unendlich kleinen Werte des Differentials f(x)dx, wenn 
X durch unendlich kleine Aenderungen h von a in b 
übergeht; daher auch 

/'^f(x)dxr=lim(f(a) + f(a + li) + f(a+2h) + ....J,h. 
2. /^f(x)dx = ~/*f(x)dx. 
3./^[f(x)dx + 9(x)dx]--=/^f(x)dx + /^(p(x)dx. 

4. /^f(x)dx=:/^f(x)dx + /^f(x)dx+/^ f(x)dx, 

c und d Werte zwischen a und b. 

5. Angenäherte Berechnung eines bestimmten 
Integrals f i(x)d x. — Es sei für jeden Wert von x 
zwischen a und b für eine Funktion y(x) 

gp(x) < f (x), desgleichen für eine zweite V'(x) 
V'(x) > f (x), dann ist 

SimpsonscheRegel. Um einen Näherungs- 
wert von f*'°f (x)dx zu finden, teile man die Strecke 

zwischen x^ und Xg^ in 2 n gleiche Teile von der Länge h, 
und bestimme die zu den Teilpunkten gehörigen Ordi- 
naten y^, y^, yg. •••y2n? ^ann ist annähernd 

f;;f(x)dx-^(y, + 4y, + 2y, + 4y3 + 2y,+... + y,„) 

(s. auch § 102 lo)... 

6. Summierung von Reihen durch bestimmte 
Integrale. 

Wird f (x, m) d X zwischen zwei Grenzen a und b, 
die von m unabhängig sind integriert, so ist das Er- 
gebnis im allgemeinen wieder eine Funktion von m, so 
dass also 

f f (x, m) d X = gp (m), daher 
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/|;[f{x,0)+f(x,l) + f(x,2) + ...+ f(x,n-l)]dx 
= y(0) + 9(l) + y(2) + ...+9>(n— 1). 
Lässt sich die unter dem Integralzeichen stehende 
Reihe leicht summieren, so erhält man die Summe der 
rechts stehenden B.eihe in Form eines bestimmten Inte- 
grals. *) 

7. Besondere bestimmte Integrale 
/•oo dx 71 

^' K a+b x'» ~" 2 )/äb 
/.Qo dx 

^- •'o (l+x)!^"'' 

^ dx __ 7t A xdx _ 

A x^° 1.3.5 (2n— 1) tt 

•'o J/F=? 2.4.6 2n '2 

rS . an j 1.3.5 (2n — 1) Ä 

/^ sin*"xdx== — ^ ^ ^ — ^^-— ^.— - 

•^o 2.4.6 2n 2 

= /-^cos'^xdx; 2n>0 
•'o 

/ x^°^ , 2.4.6 2n 

^- io |/i=? 1.3.5 (2n+l) 

i„ 8"» ^ ^d^- 1.3 (2n+l) 

= |2 cos^"+^xdx; 2n+l > 1 

^ /-oo sinax _ tt 

6. / dx=-; a>0 



*) Siehe Schloemllcli, Uebgsboh. z. St. d. höh. An. 8. Teil, S. 1G8. 
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/•oocos a X - 

/ dx = oo 

,00 /.QO 1 , 

7. / e-^dx = l; / e-x«=: y^^ 

8. / x«»e-a^dx= ^.^ (a > 0, n ganze Zahl.) 



C. AnwendaDg der Inflnitesimalrechnang 

auf Geometrie, 

§ 102. Ebene KnrTen. 

1. Ist y = f (x) die Gleichung einer Kurve, z der 

Winkel der Tangente mit der Xaxe^ dann ist 

(ds s. § 1024): 

dy dx dy 

sin T == j— , cos T = j— , tg r = j— = y'. 
ds' ds' * dx. ^ 

Wenn y' =0, dann ist die Tangente parallel der 

Xaxe, ist y' = oo, so ist sie parallel der Yaxe. 

2. Yerlauf. Die Kurve steigt (d. h, y wächst) 
bei zunehmendem x, wenn y' > 0, sie fällt, wenn y' < 0. 

Die Kurve ist in irgend einem Punkt erhaben 
(konvex) gegen die Xaxe, wenn y und y" für diesen 
Punkt gleiche Zeichen haben; im andern Fall ist sie 
hohl (konkav) gegen die Xaxe (s. § 973). 

3. Besondere Punkte. Die Kurve hat in einem 
bestimmten Punkt einen Wendepunkt, wenn für den- 
selben y' ein Maximum oder Minimum erreicht; also 

d'y d^y < 

wenn j — ö = 0, während -5—0 0. 
dx^ ' dx*> 

Ein Punkt ist ein vielfacher Punkt, wenn sich 

mehrere Kurvenzweige in ihm schneiden ; es müssen 

föF SF ) 

sich algo mehrere Werte von y' ergeben! -^ — = 0, -r— = 
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Werden dieselben imaginär, so ist der Punkt ein 
isolierter Punkt; giebt es für y' zusammenfallende 
Werte, so ist der Punkt ein E>ückkehrpunkt. In 
zweifelhaften Fällen ist eine Untersuchung der Kurve 
in der Nähe des Punktes nötig. 

4. Längen. 

Bogenelement ds = + ydx* + dy* = 4: Vl + y'^dx. 

ds muss bei der Bestimmung von sin? und cosr 
(s. 1.) mit dem Zeichen genommen werden, das dem 
für tgr entspricht. 

Die Tangente und Normale in Punkt P schneiden 
die Xaxe in T, bezw. in TJ, dann ist: 

Tangente PT ^ -.-Vl + y'' 

•7 

y 

Subtanfirente = — 

^ r ^ 

Normale PU = y Vl + y'^ 
Subnormale = yy'. 

5. Gleichung der 

Tangente im Punkt (x, y), (|, *?) die laufenden 
Koordinaten der Tangente, 

V — y = y*(i — ^\oäer -^- (f — x)+ ^(i? — y)=0. 
Normale 

^ — y = — -/»(f— x);Oder-^(f— x)— ^(17 — y)==0. 

Asymptote 
y = mx + b, wobei 

m = lim — = lim ip- --= lim y' 

b = lim(y — xyO^_^ 

6. Berührung von Kurven. Zwei Kurven 
y = f (x) und y=z<^(x) haben in einem bestimmten, gemein- 
schaftlichen Punkte eine Berührung nter Ordnung, 
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wenn sie in diesem Punkte n -j- 1 zusammenfallende 
(unendlich nahe) Punkte gemeinschaftlich haben, dies 
ist der Fall, wenn für denselben alle Ableitungen von 
f(x)und 9(x) bis zur nten einschl. einander gleich sind. 
Eine Gerade bildet mit einer Kurve y = f (x) eine Berührung 
nter Ordnung, wenn für den gemeinschaftlichen Punkt 
alle Ableitungen von f" (x) bis zur nten verschwinden 
und f (x) = qp' (x) (Wendepunkt, wenn n gerade, 
Flachpunkt, wenn n ungerade ist). Das Berühren 
ist mit oder ohne Schneiden im Berührungspunkt ver- 
bunden, je nachdem die Berührung von gerader oder 
ungerader Ordnung ist. 

7. Krümmungskreis. Er ist derjenige Kreis, 
der mit einer Kurve drei unendlich nahe Punkte gemein- 
schaftlich, also eine Berührung zweiter Ordnung im Punkt 
(x,y) hat, der Mittelpunkt desselben, der Krümmungs- 
mittelpunkt ist der Schnittpunkt zweier unendlicher 
naher (zusammenfallender) Normalen. Der Krümmungs- 
halbmesser () und die Kordinaten (f, ^) des Krümmungs- 
mittelpunktes sind bestimmt durch die drei Gleichungen 

1. (x-|)^ + (y-i?)« = ^« 

2. (x-|) + (y-i7).y'-0 

3. 1 + y'^ +(y — ^?)y" — 0, hieraus ergiebt sich 

Krümmungshalbmesser ^== + (l + y''^) '^^y" 

(+je nachdem y" . 0) 

f = x-(l + y'^).y':y" 
i? = y + (l + y'*):y" 
Ist die Kurve gegeben durch die Gleichungen 
x=:<p(t) und yr='^(t), so ist 

^=(x'^ + y'«)2-:(x'y"-x"yO 
f=:x — y'(x'* + y'«):(x'y'' — x"yO 
fi = Y + x'{xf^ + y'^) : (x' y" — x" y'). 



{ 



{ 
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8. Die Evolute einer Kurve ist der geometriflche 
Ort des Krümmungsmittelpunktes. Ihre Gleichung wird 
erhalten, indem man aus den Gleichungen für i und tj 
in Nr. 7 unter Benützung der Kurvengleichung x und j 
eliminiert. Die gegebene Kurve heisst Evolvente. 
Jeder Krümmungshalbmesser ist Normale zur Evolvente^ 
Tangente an die Evolute. Differenz zweier Krümmungs- 
halbmesser gleich dem dazwischen liegenden Bogen der 
Evolute. Wird ein um die Evolute gelegter, bieg- 
samer und unausdehnbarer Faden in straffer Spannung 
abgelöst, so beschreibt der Anfangspunkt des Fadens 
die Evolvente. 

9. Hüllkurven. Die Gleichung F (x, y, p) = 0, 
worin p ein veränderlicher Parameter ist, stellt eine 
Kurvenschar dar, welche eine Kurve umhüllt; die 
Gleichung der umhüllten Kurve ergiebt sich durch 
Elimination von p aus den Gleichungen 

1. F (x, y, p) = und 

2. ^ == 0. 
dp 

10. Flächeninhalt (Quadratur). Der Inhalt 
der Fläche, welche zwischen der Kurve, der Xaxe und 
den zu den Abscissen x^ und x^ gehörigen Ordinaten 
eingeschlossen ist, ergiebt sich aus 

Simpsonsche Kegel. Ist f(x) höchstens vom 
3. Grade, ym die Ordinate in der Mitte zwischen x^ und 
X, dann ist 

/J(x)dx = -|-(x,-x,)(y, + 4y„ + y,). 

(s. auch § 101 5). 
Kurvenlänge (£.ektifikation). Die Länge s eines 



Ranmkurven (doppelt gekrümmte Kurven. 203 



Kurventeils, welcher zwisohen den Abscissen x^ und 
Xj liegt, ist 

/*l/dx' + dy»- /*yi+7"«dx. 

11. Polarkoordinaten. Gleichung der Kurve : 

P(r,(p) = oder r = f(9). 

Winkel V der Tangente (Eichtung im Sinn 

des wachsenden 9) mit dem Strahl r: 

rdcp r dr r' rd(p r 

smV = -T- =— r, cos^ = -i— = -7, tg^==-j — = — -. 
^ ds s" ds s'^®^ dr r' 

Bogenelement: 

d s= + V dP+PT?^ = + }/]P+P d T. 
(ds ist bei der Bestimmung von sin ip und cos rff mit 
dem tg ip entsprechenden Vorzeichen zu nehmen.) 
Krümmungshalbmesser: 

_ (r" + r^')2 

^~~r'— rr" + 2r'^* 
Fläche zwischen der Kurve und den zu 9^ und 
<p^ gehörigen Strahlen 

T C; '•*'• 

Kurvenlänge: 



/N?.+l>.d,= r^)/r+r.(i|)'.dr. 



§ 103« Banmkuryen (doppelt gekrttmmte Karren). 

1. Eine Raumkurve ist gegeben durch die Gleich- 
ungen 

Y=l (t) oder / * (^' y. z) =: (Schnittlinie der 
1 = 1 (t) \F(x,y,z)-0. Flächen.) 

oder / y = ^1 (^) (Projektionen 
\ z = 9, (x). 



der Kurve.) 
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2. Bogenelement 

3. Gleichungen der Tangente im Punkt 

(x, y, z) 

f — X fi—y f— z 

— — -, oder 



dx dy d z 

I — 9(t) ly — V'Ct) ? — x(t) 



oder 



9' (t) V' (<^) X' (t) 

S i S £ 6 f 

T^(^-^)+d-y(^-y)+d^(^-^)=^' 

(5F 6F ^F 

-^(l~x) + ^(^-y) + ^- (?-z)=0. 

Winkel a, ß, y der Tangente mit den Axen 

bestimmt durch 

dx dy dz 

cosa = 3— , cosß=i— , C0SY = 3— . 

d s' d s d s 

4. Gleichung der Normalebene im Punkt(x, y, z) 
(I — x)dx+(^ — y)dy + (? — z)dz==;0, oder 

[I — 9(t)]9'(t)+[i?-V(t)]^'(t) + [? — x(t)]x'(t)==0. 

5. Gleichung der Schmiegungsebene (= Krüm- 
mungsebene = Oskulationsebene = Ebene durch Punkt 
(x, y, z) und zwei unendlich nahe Punkte) 

A(| — x) + B(i7 — y) + C(? — z) = 0, wobei 
A=dy d^z— d^dz, B=dz d^x— d'^z dx, C-=dxdV— d^xdy. 
Normale zur Schmiegungsebene: 

A ~ B ~ C • 

Die Winkel ^, ^, v dieser Normalen mit den 
Axen sind bestimmt durch 

A B C 

COS>^ = ^^ C0S^r=^, COSv = -:|y, Woboi 

I) = ]/A' + B^ + C\ 
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Die Hauptnormale ist die Schnittlinie der 
Normalebene mit der Schmiegungsebene ; die Gleichungen 
der Hauptnormalen sind: 

g^^f _ ->?— y _ g — z 
d^ d|y d^* 

d s d s d s 

6. Kontingenzwinkel d?, d. h. Winkel zwi- 
schen zwei unendlich nahen Tangenten 

d 8^ 
Erster Krümmungshalbmesser 

d 8 _ d 8* 
^^ "" d^ ~ ~W' 

Der Krümmungsmittelpunkt liegt in der 
Schmiegungsebene, auf der Hauptnormalen und kann 
als Schnitt der Hauptnormalen mit einer unendlich 
nahen Normalebene betrachtet werden. 

Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes 
sind 

dx d V d z 

^3- dy^ d4- 

_ds „ds ods 

Unter der (ersten) Krümmung versteht man 

dr_ J^ 

ds""(,/ 

7. Torsionswinkel d -ö*, d. h. Winkel zweier 
unendlich naher Schmiegungsebenen 

d^ = }^(dco8;i)'' + (dcos^)* + (dcosv)^ 
Zweite Krümmung oder Drehung der Kurve 

dj_ 1 
d 8 ~ ^3 • 
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Zweiter Krümmangshalbmesser (Halbin. 
der Drehung) 

_ ^8 

8 104. Kramme Flftchen. 

1. Eine Flache ist gegeben durch die Gleichangf 

F (X, y, z) =0, oder entwickelt 
z = f(x,y). 
Bezeichnungen: 
d z ^ z _ ^'z ^*z 6* z 

2. Gleichung der Berührungsebene im Punkt 
«— )|^ + (i7-y)^ + ff--)7J = 0, oder 

p(l— ^)+q(^— y)— (?— z)=o. 

3. Gleichungen der Normalen im Punkt (x, y, z) 

TF — T^-^iF-^^"'^ 
^ X d y ^z 

p q ^s> ^ 

Winkel Ji, ^, i> der Normalen mit den Axen be- 
stimmt durch 

&F 6¥ 6¥_ 

S^ Sj 6z 

COS;i=: J^ , COS^ = ^g:-, COSffr=: -^y bOZW. 
P ^ ^ V • 

coSill=-^^, cos^=: — , COS V = , wobei 

'<■=(^3•^-(i|)•+(0- 

n' = p' + q'+l. 
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4. Die Schnittlinie irgend einer durch die Normale 
gehenden Ebene mit der Fläche heisst Normalschnitt. 
Es sei Q der Krümmungshalbmesser eines Normal- 
schnittes im Punkt P, a, ß; f die Winkel, welche die 
Tangente des Normalschnittes in P mit den Axen bildet, 
dann ist 

yr+pT? 

r cos* a + 2 s cos a cos ß + t cos* ß' 
Satz von Meunier. Geht eine Ebene durch 
die Tangente eines Normalschnittes (im Fusspunkt P 
der Normalen), so ist der Krümmungshalbmesser ^' 
dieses schiefen Schnittes im Punkt P 

q' := Q cos {q q') oder 
der Krümmungshalbmesser des schiefen Schnittes wird 
erhalten, indem man den Krümmungshalbmesser des 
Normalschnittes auf die Ebene des ersteren projiziert. 

5. Die beiden (aufeinander senkrechten) Ebenen, 
für welche q einen grössten und einen kleinsten "Wert 
erreicht, heissen Hauptnormalschnitte, die Krüm- 
mungshalbmesser Qj^ und Q^ derselben bestimmen sich aus 
den Gleichungen 

_ (l + q')r-~2pqs + (l + p«)t 
ei + Q2 - rt — s« • ^ 

n* 
Qi Qi ^^ i 2 <>^ör als Wurzeln der Gleichung 

(rt— s«)(>' — [(l + q')r — 2pqs + (l + p*)tjn^+n* = 0. 

6. Satz von Euler. Für irgend einen Normal- 
schnitt, dessen Ebene mit der Ebene des zu q^ gehörigen 
Hauptnormalschnittes den Winkel 9 bildet, ist 

1 cos' q) sin* 9 

Der Ausdruck - 

9t e^ 
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heisst das Mass der Krümmung für den betreffenden 
Punkt. 

7. Sind q' und (>" die Krümmungshalbmesser zweier 
auf einander senkrechten Normalschnitte, so ist 

d. h. für denselben Funkt einer Fläche ist die Summe 
der Krümmungen konstant. 

8. Krümmungslinie heisst der Ort des Punktes 
einer Fläche^ für welchen die unendlich nahen Normalen 
zur Fläche sich schneiden; die Normalen gehören daher 
einer abwickelbaren Fläche an. Durch jeden Punkt 
einer Oberfläche gehen zwei Krümmungslinien, die auf 
einander senkrecht sind und die Tangenten der Haupt- 
norraalschnitte berühren. Sie sind dargestellt durch 
die Gleichung 

[l + q')8-pqt] (||y + [(l + q')r-(l+p=)t] (^) 

[pqr-(l + p')8] = 
und durch die Gleichung der Fläche. 

9. Eine auf einer Fläche liegende Linie heisst 
geodätische Linie, wenn ihre Schmiegungsebenen 
zugleich Normalebenen zur Fläche sind. Ihre Glei- 
chungen sind 

(5F (5F (5F 

(5x 6j 6z 



+ 



d cos a d cos ß d cos ^ 
Die kürzeste Verbindung zweier Punkte auf einer 
Fläche gehört einer geodätischen Linie an. 
10. Hüllfläche. Die Gleichung 

F (x, y, z, p) = 0, 
worin p ein veränderlicher Parameter ist, stellt eine 
Flächenschar dar, welche eine Fläche umhüllt. Die 
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Gleichung der Hüllfläche ergiebt sich durch Elimination 
von p aus 

'F(x, y, z, p)==0 und 
dF(x,y,z,p) 

c5p -^ 

11. Quadratur (Komplanation) der Flächen. 
Das Differential der Fläche ist 



dF---yl+p2+q^dxdy 
daher F--= / dx / Vl+p'+q'dy, 



^. 



I 

! y^ und yj sind die der Abscisse x entsprechenden Ordi- 

! naten der Projektion des Umrisses der Fläche auf die 

XYebene, x^ und x^ sind die Abscissen zu den Ordi- 

naten, welche jene Projektion begrenzen. 

Bei Drehflächen ergiebt sich ( — Xaxe istDreh- 

axe — ): 

F:=27üjjil+j^ dx = 2;r/yds 
Bei Polarkoordinaten hat man: 

dr\2 : :7d7r 



(s. § 86,3) 

12. Kubatur. 

1. Bei Dreh flächen ( — Ox Drehaxe — ); die 
gedrehte Fläche ist begrenzt vom gedrehten 
Kurvenbogen, den zu den den Endpunkten 
desselben gehörigen Ordinaten und der Xaxe. 

V= 71 ff d X 

2. Die gedrehte Fläche ist begrenzt von zwei 
B ü r k 1 e n , Forinolsammlung. 14 
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Ordinaten und zwei Kurven y = f (x) und 

y = ;r/(y«-y/)dx 

3. Es sei u der Inhalt eines pai'allel zur Ebene 
YOZ geführten Schnittes, dann ist der Inhalt 
des Körpers, der zwischen zwei parallel zu 
YOZ geführten Schnitten mit den Abscissen 
Xq und Xj liegt, 

Y=: f *udx (u abhängig von x) 

4. Allgemeine Eormel: 

Y=///dxdydz. 

5. Für Polarkoordinaten (Bezeichn. s. § 863) er- 



giebt sich 



y = -ö- // r^ cos (p d qp d V'. 



$ 105. Tiel grebranchte Zahlenwerte. 



Zahlenwert 



Logarithmus 



f2 = 1,4142 
]^'J== 1,73205 
l/y=: 2,2361 
]/Y= 2,4495 
ViÖ=: 3,16225 



0,15 052 
0,23 856 
0,34 948 
0,38 908 
0,50 000 




3 



|/¥=z 1,4422 
)/ 5 =- 1,7100 



3^ 



\ 6= 1,8171 
f 10 = 2,1544 



Logarithmus 



)/ 2 ^1,2599 0,10034 



0,15 903 
0,23 300 
0,25 937 
0,33 333 



Viel gebrauchte Zahlen werte. 
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Zablenwert 


Logarithmus 

t 


1 

[ Zahlenwert 

1 


Logarithmus 


TT -^3,1416 


0,49 715 


TT" -9,8696 


0,99 430 


2jt 6,2832 


0,79 818 


1/^ = 1,7725 


0,24 857 


4 TT r^ 12,5664 


1,09 921 


3 — 

y TT — 1,4646 


0,16 572 


-2 ^»57^0 


0,19 612 


— - --: 0,31831 


0,50 285 1 


f - 1,0472 


0,02003 


-\ — 0,10132 

7C 


0,00570-1 


-| —0,7854 


0,89 509-1 


,- ^0,56419 


0,75143-1 


-^ rzr 0,5236 
b 


0,71900-1 


R —0,68278 

^71 


0,83 428-1 


|^;r- 4,1888 


0,62 209 


— ^ r. 57,29578 


1,75 812 


g-9,8l' 


0,99 167 


'e=.3 2','7183 


0,43 42Ö 


-f 4,905 


0,69 064 


e'— 7,3891 


0,86 859 


— ^ 0,1019 


0,00 833- 1 


e» — 20,086 


1,30 288 


Vg - 3,1321 


0,49 583 


V e :^ 1,6487 

3 


0,21 715 


-^ : r 1,0030 

r er 


0,00 132 


}/e r= 1,3956 


0,14 476 



